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ASYMPTOTIC ANALYSIS OF THE STATIC AND DYNAMIC BUCKLING OF A COLUMN WITH CUBIC ‐ 1 

QUINTIC NONLINEARITY STRESSED BY A STEP LOAD. 2 

 3 

ABSTRACT 4 

In this paper, the static and dynamic buckling loads of a viscously damped imperfect finite column lying 5 

on an elastic  foundation with cubic – quintic nonlinearity but  trapped by a  step  load  (in  the dynamic 6 

case) is analytically investigated. The main aim here  is to analytically determine the static and dynamic 7 

buckling  loads by means of perturbation and asymptotic procedures and relate both buckling  loads  in 8 

one single formula. The formulation contains small perturbations particularly in the viscous damping and 9 

imperfection amplitude. Multi –  timing perturbation  techniques and asymptotics are easily utilized  in 10 

analyzing the problem. The results, which are nontrivially obtained, are  implicit  in nature and are valid 11 

as long as the magnitudes of the small perturbations become asymptotically small compared to unity. 12 

Keywords:     Non  –  linear  Elastic  foundations, Dynamic	 Buckling,	 Step	 load,	 Perturbation	 and	13 

Asymptotic	Analyses	14 

 15 

1. INTRODUCTION 16 

Investigations concerning static and dynamic buckling of structures under prescribed  loading histories, 17 

have received tremendous patronage in recent times. Such investigations include studies by Chitra and 18 

Priyardarsini [1], Ferri et al. [2], Kolakowski [3],  Kowal‐Michalska [4] and Mcshane et al. [5]. Priyardarsini 19 

et al.  [6]  investigated numerical and experimental  study of advanced  fibre composite cylinders under 20 

axial  compression while  Reda  and  Forbes  [7]  studied  the  dynamic  effect  of  lateral  buckling  of  high 21 

temperature / high pressure of off shore pipelines. Of special note  is the  investigation by Belyav et al. 22 

[8], who  investigated the stability of transverse vibration of rod under  longitudinal step – wise  loading 23 

while  Kripka  and  Martin  [9]  investigated  cold  –  formed  steel  channel  columns  optimization  with 24 

simulated annealing method. Similarly, Jatav and Datta [10] investigated shape optimization of damaged 25 

columns subjected  to conservative and non – conservative  forces while Artem and Aydin  [11] studied 26 

exact solution and dynamic buckling analysis of beam – column loading.  27 

Worthy of mention is also the following recent research works on the buckling of elastic structures and 28 

the effects of imperfection on the structures.  Patil et al. [12] reviewed the buckling analyses of various 29 

structures like plates and shells while Hu and Burgue ෤݊o [13] studied the elastic post buckling response 30 

of  axially  –  loaded  cylindrical  shells  with  seeded  geometric  imperfection  design.  In  the  same  way, 31 

Ziolkowski and Imieowski [14] discussed the buckling and post buckling behavior of prismatic aluminium 32 

column submitted to a series of compressive  loads while Adman and Saidani [15] discussed the elastic 33 

buckling of columns with end restraint effects.  Similarly, Avcar [16] studied the elastic buckling of steel 34 

columns  under  axial  compression  while  Kriegesmann  et  al.  [17]  studied  sample  size  dependent 35 

probabilistic design of axially compressed cylindrical shells. 36 



 

2 
 

2. GOVERNING EQUATION OF MOTION 37 

The governing differential equation satisfied by the normal displacement W(X, T) of the viscously 38 

damped column trapped by an arbitrary load P(T) is  39 

݉ ,்்ܹ ൅ ܿ଴ ,்ܹ ൅ ܫܧ ,ܹ௑௑௑௑ ൅ 2ܲ ,ܹ௑௑ ൅	݇ଵܹ ൅ 	α݇ଶܹଷ െ ଵ݇ଷܹହߚ 	ൌ െ2ܲሺܶሻ
݀ଶ ഥܹ

݀ܺଶ
,				ܶ ൐ 0,				ሺ1ሻ 

																					0 ൏ ܺ ൏  	ሺ2ሻ																																																																																																																		,ߨ	

 40 

																					ܹሺܺ, 0ሻ ൌ 	 ,்ܹሺܺ, 0ሻ ൌ 0,				0 ൏ ܺ ൏ ,ߨ	 ܿ଴ 	൐ 0																																						ሺ3ሻ 

																				ܹ ൌ 	 ,ܹ௑௑ ൌ ܺ	ݐܽ	0	 ൌ 0, ܶ			,ߨ ൒ 0																																																																					ሺ4ሻ 

where, ݉	is the mass per unit  length of the finite column, ܿ଴  is the positive but  light viscous damping 41 

coefficient, EI is the bending stiffness, where E and I are the Young’s modulus and the moment of inertia 42 

respectively, ߙ	݀݊ܽ	ߚଵ  are  exponents  of  imperfection  sensitivity  parameters which  are  to  be  chosen 43 

such  that  the structure  is  imperfection sensitive,  ഥܹ   is  the stress –  free  time  independent but  twice – 44 

differentiable  imperfection while  X  and    T  are  spatial  coordinate  and  time  variable  respectively.  The 45 

cubic – quintic nonlinear elastic  foundation exerts a  force per unit  length given by ݇ଵܹ ൅ 	α݇ଶܹଷ െ46 

 ଵ݇ଷܹହߚ on  the  column.  All  nonlinearities  higher  than  quintic  are  neglected  while  all  nonlinear 47 

derivatives are similarly neglected. Here, a subscript after a comma indicates partial differentiation. 48 

3. NONDIMENSIONALIZATION OF THE GOVERNING EQUATIONS 49 

We now let 50 

		ܺ ൌ 	 ൬
ܫܧ
݇ଵ
൰

ଵ
ସ
ܹ					,ݔ ൌ 	 ൬

݇ଵ
݇ଶ
൰

ଵ
ଶ
ሻݐሺ݂ߣ					,ݓ ൌ 	

ܲሺܶሻ

2ሺ݇ܫܧଵሻ
ଵ
ଶ

	,						 ഥܹ ൌ 	 ߳ ൬
݇ଵ
݇ଶ
൰

ଵ
ଶ
߸				 

ݐ									 ൌ 	 ൬
݇ଵ
݉
൰

ଵ
ଶ
ܶ,								2߳ଶ ൌ 			

ܿ଴

ሺ݉݇ଵሻ
ଵ
ଶ

ߚ								, ൌ ቆ
ଵ݇ଵ݇ଷߚ
݇ଶ
ଶ ቇ

ଷ
ଶ
ഥܹ 			 

On substituting these non‐dimensional quantities into the governing equations, the resultant equations 51 

are 52 

௧௧,ݓ ൅ 	2߳ଶݓ,௧ ൅ ௫௫௫௫,ݓ	 ൅ ௫௫,ݓሻݐሺ݂ߣ2	 ൅ ݓ ൅ ଷݓߙ	 െ ହݓߚ	 ൌ 	െ2݂߳ߣሺݐሻ
ௗమధ

ௗ௫మ
ݐ				, ൐ 0											ሺ5ሻ  53 

0 ൏ ݔ ൏  ሺ6ሻ																																																																																																																																			ߨ	
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,ݔሺݓ																			 0ሻ ൌ ,ݔ௧ሺ,ݓ	 0ሻ ൌ 0,				0 ൏ ݔ ൏  ሺ7ሻ																																																																															ߨ	

ݓ																			 ൌ ,ݔ௫௫ሺ,ݓ	 0ሻ ൌ ݔ	ݐܽ	0	 ൌ 0, ݐ			,ߨ ൒ 0																																																																												ሺ8ሻ	 

Here, we have assumed  simply  ‐supported boundary  conditions, while  ߳ and ߣ are  small parameters 54 

satisfying  the  inequalities  0 ൏ ߳ ≪ 1,  and  0 ൏ ߣ ൏ 1.  Physically,    ߳  denotes  the  amplitude  of 55 

imperfection while ߣ  is  that of  the applied  load and  	݂ሺݐሻ  is  the actual  time dependent  load  function, 56 

which, in this investigation, is the step load given by  57 

																				݂ሺݐሻ ൌ 	 ቄ
ݐ				,1 ൐ 0			
ݐ						,0 ൏ 0 																																																																																																		ሺ9ሻ 

4. SOLUTION OF THE ASSOCIATED STATIC PROBLEM 58 

The governing equation in this case is 59 

																
݀ସݓ
ସݔ݀

൅ ߣ2	
݀ଶݓ
ଶݔ݀

൅ ݓ ൅ ଷݓߙ	 െ ହݓߚ	 ൌ 	െ2߳ߣ
݀ଶ߸
ଶݔ݀

,			0 ൏ ݔ ൏  ሺ10ܽሻ																																	ߨ	

ݓ																		 ൌ 	
݀ଶݓ
ଶݔ݀

ൌ ݔ	ݐܽ	0 ൌ 0,  ሺ10ܾሻ																																																																																																					ߨ

Let ݓ ൌ	∑ ܸሺ௜ሻሺݔሻ߳௜ஶ
௜ୀଵ 																																																																																																																														 ሺ11ሻ	 60 

By equating coefficients of powers of ߳, the following equations are easily obtained. 61 

	:ሺ߳ሻࢯ																				
݀ସܸሺଵሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺଵሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺଵሻ ൌ 	െ2߳ߣ

݀ଶ߸
ଶݔ݀

																																																									ሺ12ሻ 

		:ሺ߳ଶሻࢯ																				
݀ସܸሺଶሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺଶሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺଶሻ ൌ 	0																																																																							ሺ13ሻ 

		:ሺ߳ଷሻࢯ																				
݀ସܸሺଷሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺଷሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺଷሻ ൌ 	െߙ൫ܸሺଵሻ൯

ଷ
																																																					ሺ14ሻ 

		:ሺ߳ସሻࢯ																		
݀ସܸሺସሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺସሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺସሻ ൌ 	െ3ߙ൫ܸሺଵሻ൯

ଶ
ܸሺଶሻ																																													ሺ15ሻ 

		:ሺ߳ହሻࢯ																		
݀ସܸሺହሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺହሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺହሻ ൌ 	െ3ߙ ቀܸሺଵሻ

ଶ
ܸሺଷሻ ൅ ܸሺଵሻܸሺଶሻ

ଶ
ቁ ൅ ሺଵሻܸߚ	

ହ
						ሺ16ሻ 

            etc. 62 
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Let  63 

  												߸ ൌ 	 തܽ௠ sin݉ݔ,					ܸሺ௜ሻሺݔሻ ൌ 	∑ ௡ܸ
ሺ௜ሻݔ݊݊݅ݏஶ

௡ୀଵ 																																																							ሺ17ሻ 64 

The substitution of (17) into (12) yields  65 

																									෍ሺ݊ସ െ 2݊ଶߣ ൅ 1ሻ
ஶ

௡ୀଵ
௡ܸ
ሺଵሻݔ݊݊݅ݏ ൌ ଶ݉ߣ2 തܽ௠ sin݉ݔ																																												ሺ18ሻ 

Multiplying (18) by, gives   66 

																																 ௠ܸ
ሺଵሻ ൌ 	

ଶ݉ߣ2 തܽ௠
݉ସ െ 2݉ଶߣ ൅ 1

ൌ  ሺ19ܽሻ																																																																																						ܤ

The solution of (13) easily yields 67 

																						ܸሺଷሻ ൌ 0																																																																																																																																				ሺ19ܾሻ 

Equation (14) now takes the form  68 

																											
݀ସܸሺଷሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺଷሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺଷሻ ൌ 	െ

ଷܤߙ

4
ሺ3 sin݉ݔ െ sin  ሺ20ሻ																																	ሻݔ3݉

On substituting (17) in (20), it is observed that, when ݊ ൌ ݉, the result is 69 

																																 ௠ܸ
ሺଷሻ ൌ 	

െ3ܤߙଷ

ଶߠ4
ଶߠ						, ൌ 	 ሺ݉ସ െ 2݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0																																																		ሺ21ܽሻ 

However, for ݊ ൌ 3݉, the result is 70 

																																 ଷܸ௠
ሺଷሻ ൌ 	

െܤଷߙ
ଶ߱ߠ4 ,						߱

ଶ ൌ 	 ሺ81݉ସ െ 18݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0	 ⩝ ݉																																	ሺ21ሻ 

Thus, for ܸሺଷሻ, we get 71 

																													ܸሺଷሻ ൌ 	 ௠ܸ
ሺଷሻ sin݉ݔ ൅	 ଷܸ௠

ሺଷሻ sin  ሺ22ሻ  72																																																																											ݔ3݉

On substituting in (15), using (19b), we have  73 

																				ܸସ 	≡ 0 

Substitution is next made into (16), using (19b) and (22) to get 74 



 

5 
 

݀ସܸሺହሻ

ସݔ݀
൅ ߣ2	

݀ଶܸሺହሻ

ଶݔ݀
൅	ܸሺହሻ

ൌ 	െ3ߙ ൥
1
2
ܸሺଵሻ

ଶ
൭
3 ௠ܸ

ሺଷሻ

2
െ ଷܸ௠

ሺଷሻ൱ sin݉ݔ

൅
1
2
൬ ௠ܸ

ሺଵሻଶ
ଷܸ௠
ሺଷሻ െ

1
4 ௠ܸ

ሺଵሻଶ
௠ܸ
ሺଷሻ൰ sin ݔ3݉ ൅	

1
4
ܸሺଵሻ

ଶ
ଷܸ௠
ሺଷሻ sin ൩ݔ5݉

൅	
ହܤߚ

16
ሺ11 sin݉ݔ െ ݔ3݉݊݅ݏ5 ൅ sin  ሺ23ሻ																																																							ሻݔ5݉

Using (17) for ݊ ൌ ݉, we get 75 

																							 ௠ܸ
ሺହሻ ൌ 	 ൤

െ3ߙ
ଶߠ

൜
1
2
ܸሺଵሻ

ଶ
൬
3
2 ௠ܸ

ሺଷሻ െ ଷܸ௠
ሺଷሻ൰ൠ ൅	

ߚ11
ଶߠ16

൨ sin݉ݔ																																							ሺ24ሻ 

However, for ݊ ൌ 3݉, the result is 76 

																							 ଷܸ௠
ሺହሻ ൌ 	 ቈ

ହܤߚ5

16߱ଶ െ	
െ3ߙ
߱ଶ ൜

1
2 ௠ܸ

ሺଵሻଶ
ଷܸ௠
ሺଷሻ െ	

1
4
ܸሺଵሻ

ଶ
ଷܸ௠
ሺଷሻൠ቉ sin  ሺ25ܽሻ																											ݔ3݉

Now, when ݊ ൌ 5݉ in (23), we get 77 

																									 ହܸ௠
ሺହሻ ൌ 	

1
߮ଶ

቎ ௠ܸ
ሺଵሻହ

16
െ	
ߙ3 ௠ܸ

ሺଵሻଶ

4 ଷܸ௠
ሺଷሻ቏ sin  	ሺ25ܾሻ																																																											ݔ5݉

																									߮ଶ ൌ 	 ሺ625݉ସ െ 50݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0	 ⩝ ݉																																																																		ሺ25ܿሻ 

It follows that 78 

																										ܸሺହሻ ൌ 	 ௠ܸ
ሺହሻ sin݉ݔ ൅	 ଷܸ௠

ሺହሻ sin ݔ3݉ ൅	 ହܸ௠
ሺହሻ sin ݔ5݉ 																																										ሺ26ሻ 

Thus, the displacement at static loading is 79 

ሻݔሺݓ ൌ 	߳ ௠ܸ
ሺଵሻ sin݉ݔ ൅	 ߳ଷ ቀ ௠ܸ

ሺଷሻ sin݉ݔ ൅	 ଷܸ௠
ሺଷሻ sin ቁݔ3݉

൅	߳ଷ ቀ ௠ܸ
ሺହሻ sin݉ݔ ൅	 ଷܸ௠

ሺହሻ sin ݔ3݉ ൅	 ଷܸ௠
ሺହሻ sin ቁݔ5݉ ൅⋯																													ሺ27ሻ 

5. STATIC BUCKLING LOAD 80 

As in Amazigo [18], the static buckling load ߣௌ is obtained from the maximization 81 
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ߣ݀
ݓ݀

ൌ 0																																																																																																																																ሺ28ሻ 

We remark that  ௠ܸ
ሺ௜ሻ
 depends on the  load parameter λ through B. The static buckling  load will here be 82 

given  in  two  separate  approximations,  first,  by  taking  the  displacement  strictly  in  the  shape  of  the 83 

imperfection and next, by admitting the buckling mode in the combined shape of sin 3mx alongside the 84 

mode in the shape of imperfection. 85 

5.1. STATIC BUCKLING LOAD USING MODES IN THE SHAPE OF IMPERFECTION 86 

Here, we have 87 

ሻݔሺݓ																							 ൌ ቀ߳ ௠ܸ
ሺଵሻ ൅ ߳ଷ ௠ܸ

ሺଷሻ ൅	߳ହ ௠ܸ
ሺହሻቁ sin݉ݔ ൅⋯																																																					ሺ29ሻ 

where, 88 

																							 ௠ܸ
ሺଵሻ ൌ 										,ܤ ௠ܸ

ሺଷሻ ൌ 	
െ3ܤߙଷ

ଶߠ4
,									 ௠ܸ

ሺହሻ ൌ 	
ହܳସ଺ܤ
ଶߠ

																																																ሺ30ሻ 

																					ܳସ଺ ൌ 	
ߚ11
16

െ ଶߙ3 ൜
1
8
൬
9
ଶߠ2

൅	
1
߱ଶ൰ൠ																																																																																ሺ31ሻ 

We shall now determine (29) at a convenient point, namely at ݔ ൌ
గ

ଶ௠
, where 

ௗ௪

ௗ௫
ൌ 0. This gives 89 

ሻݔሺݓ																							 ൌ ߳ ௠ܸ
ሺଵሻ ൅ ߳ଷ ௠ܸ

ሺଷሻ ൅	߳ହ ௠ܸ
ሺହሻ ൅ ⋯																																																																							ሺ32ሻ 

Let 		 ௠ܸ
ሺଵሻ ൌ ܿଵ,										 ௠ܸ

ሺଷሻ ൌ 	 ܿଶ,													 ௠ܸ
ሺଷሻ ൌ 	 ܿଷ.  90 

Then, we have 91 

ݓ																							 ൌ ߳ܿଵ ൅ ߳ଷܿଶ ൅	߳ହܿଷ ൅ ⋯																																																																																										ሺ33ሻ	 

We note that the choice of ݔ ൌ
గ

ଶ௠
 follows from the fact that the accompanying dynamic problem will 92 

eventually be determined at the same point. As in Amazigo [18], the series (33) does not converge when 93 

ݓ ൐  ௔ݓ ௔, whereݓ is the displacement at buckling. The difficulty  is overcome by reversing (33)  in the 94 

form 95 

																					߳ ൌ ݀ଵݓ ൅ ݀ଶݓଷ ൅	݀ଷݓହ ൅ ⋯																																																																																					ሺ34ሻ	 

By substituting for ݓ from (33) in (34) and equating the coefficients of powers of ߳, we get 96 
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																						݀ଵ ൌ 	
1
ܿଵ
,									݀ଶ ൌ 	

െܿଶ
ܿଵ
ସ ,											݀ଷ ൌ

3ܿଶ
ଶ െ ܿଵܿଷ
ܿଵ
଻ 																																																								ሺ35ܽሻ 

i.e.  										݀ଵ ൌ 	
ଵ

஻
,									݀ଶ ൌ 	

ିଷఈ

ସ஻ఏమ
,											݀ଷ ൌ

ିଵଵொరల
ଵ଺஻

ቀ ఉ
ఏమ
ቁܳସ଻   97 

																										ܳସ଻ ൌ ቈ
27

11ܳସ଺
ቆ
ଶߙ

ߚ
ቇ െ 1቉																																																																																														ሺ35ܾሻ 

The maximization (28) is now accomplished through (34) to yield 98 

																					݀ଵ ൅ 3݀ଶݓ௔ଶ ൅ 5݀ଷݓ௔ସ ൌ 0																																																																																																ሺ36ሻ 

This yields 99 

௔ଶݓ																				 ൌ 	
െ3݀ଶ േ ඥ9݀ଶ

ଶ െ 20݀ଵ݀ଷ
10݀ଷ

																																																																																								ሺ37ሻ 

By taking the positive square root sign, we get 100 

௔ଶݓ																				 ൌ 	
ߙ18

ସ଺ܳସ଻ܳߚ55
቎ඨ1 ൅

220ܳସ଺ܳସ଻
99

െ 1቏																																																																				ሺ38ሻ 

Therefore, we finally get 101 

௔ݓ																							 ൌ 		
3ට

2
55 ൬

ߙ
൰ߚ

ଵ
ଶ

ඥܳସ଺ܳସ଻
቎ඨ1 ൅

220ܳସ଺ܳସ଻
99

െ 1቏

ଵ
ଶ

																																																													ሺ39ሻ 

where, (38) and (39) are determined at ߣ ൌ  ௌ. The static bucklingߣ	 load  in the case of buckling modes 102 

strictly in the shape of imperfection is determined by evaluating (34) at static buckling condition, where   103 

ݓ ൌ ߣ ௔ andݓ ൌ  ௌ. This gives 104ߣ	

																						߳ ൌ ௔ሾ݀ଵݓ	 ൅ 	݀ଶݓ௔ଶ൅݀ଷ	ݓ௔ସሿ																																																																																								ሺ40ሻ 

We next multiply (40) by 5 and after, substitute for 5݀ଷݓ௔ସ from (36) and simplify to get 105 

																					5߳ ൌ 	
௔ሺ݉ସݓ4 െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1ሻ

݉ଶ തܽ௠ߣௌ
ቈ1 െ

ௌሻߣ௔ଶሺݓߙ3	

ଶߠ8
቉																																																			ሺ41ሻ 

Here, the static buckling load ߣௌ is given implicitly through B, ܳସ଺ and ܳସ଻. 106 
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5.2.  STATIC BUCKLING LOAD ࡿࣅ IN THE CASE OF MODES IN THE COMBINED SHAPES OF 107 ࢞࢓ܖܑܛ 

AND ܖܑܛ ૜108 ࢞࢓ 

Here, the displacement (27) becomes  109 

ݓ ൌ 	߳ ௠ܸ
ሺଵሻ sin݉ݔ ൅	߳ଷ ቀ ௠ܸ

ሺଷሻ sin݉ݔ ൅	 ଷܸ௠
ሺଷሻ sin ቁݔ3݉ ൅	 ߳ହ ቀ ௠ܸ

ሺହሻ sin݉ݔ ൅	 ଷܸ௠
ሺହሻ sin ቁݔ3݉

൅ ⋯																																																																																																																													ሺ42ሻ	 

On determining (42) at ݔ ൌ
గ

ଶ௠
,	 we get 110 

ݓ																			 ൌ ߳ ௠ܸ
ሺଵሻ ൅ ߳ଷ ቀ ௠ܸ

ሺଷሻ െ ଷܸ௠
ሺଷሻቁ൅	߳ହ ቀ ௠ܸ

ሺହሻ െ ଷܸ௠
ሺହሻቁ ൅ ⋯																																																	ሺ43ሻ	 

where, 111 

																					 ௠ܸ
ሺଷሻ ൌ 	

െܤߙଶ

ଶߠ4
,									 ଷܸ௠

ሺହሻ ൌ 	
ହܳସଽܤ
16߱ଶ 																																																																																						ሺ44ሻ 

																							ܳସଽ ൌ 	 ሺ3ߙଶ െ  ሺ45ሻ																																																																																																																ሻߚ5

Thus, we get from (43) 112 

ݓ																					 ൌ 	߳݁ଵ ൅	߳ଷ݁ଶ ൅	߳ହ݁ଷ ൅ ⋯																																																																																													ሺ46ܽሻ 

where, 113 

																					݁ଵ ൌ ଶ݁											,ܤ ൌ 	
ଷܤߙ3

ଶߠ4
ܳହଵ,										ܳହଵ ൌ 	 ቈ4 ൬

ߠ
߱
൰
ଶ

െ 1቉																																											ሺ46ܾሻ 

																						݁ଷ ൌ ܳହଶ										ହܳସ଺ܳହଶ,ܤ	 ൌ 1 െ	
ܳସଽ

16ܳସ଺߱ଶ 																																																																			ሺ46ܿሻ 

The series (46a) is now reversed in the form 114 

																							߳ ൌ 	 ଵ݂ݓ ൅	 ଶ݂ݓଷ ൅	 ଷ݂ݓହ ൅ ⋯																																																																																								ሺ46݀ሻ  115 

where, 116 

  																				 ଵ݂ ൌ 	
ଵ

௘భ
,												 ଶ݂ ൌ 	

ି௘మ
௘భ
ర ,													 ଷ݂ ൌ 	

ଷ௘మ
మି௘భ௘య
௘భ
ళ 																																																															 117 

After simplification, we have 118 
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  																				 ଵ݂ ൌ 	
ଵ

஻
,												 ଶ݂ ൌ 	

ଷఈொఱభ
ସఏమ஻

,													 ଷ݂ ൌ 	
ொరలொఱమொఱయ

஻
   119 

where, 120 

																														ܳହଷ ൌ 	ቆ
ଶܳହଵߙ27

ଶ

ସܳସ଺ܳହଶߠ16
െ 1ቇ																																																																																										ሺ46݁ሻ 

The maximization  (28)  is next  invoked to yield the static buckling  load ߣௌ (through  (46d)) and through 121 

the equation 122 

																					 ଵ݂ ൅ 3 ଶ݂ݓ௔௖ଶ ൅ 5 ଷ݂ݓ௔௖ସ ൌ 0																																																																																																ሺ47ܽሻ 

Where ݓ௔௖   is  the  value of w  for  the displacement  to have  a maximum  in  the  case of modes  in  the 123 

combined shapes of sinmx and sin3mx.  124 

Thus, we have 125 

௔௖ଶݓ																 ൌ 	
െ3 ଶ݂ 	േ ඥ9 ଶ݂

ଶ െ 20 ଵ݂ ଷ݂

10 ଷ݂
 

          ൌ	
ଷఈொఱభ

ସ଴ఏమொరలொఱమொఱయ
൥െ1 െ ቄ1 െ

ଷଶ଴ொరలொఱమொఱయ஻ఏర

଼ଵఈమொఱభ
మ ቅ

భ
మ
൩																																																			ሺ47ܾሻ 126 

where, we have taken the negative square root sign in (47b). Therefore, we get 127 

௔௖ݓ																					 ൌ 	

ۏ
ێ
ێ
ۍ ହଵܳߙ3
ଶܳସ଺ܳହଶܳହଷߠ40

቎െ1 െ ቊ1 െ
320ܳସ଺ܳହଶܳହଷߠܤସ

ଶܳହଵߙ81
ଶ ቋ

ଵ
ଶ
቏

ے
ۑ
ۑ
ې
ଵ
ଶ

																														ሺ47ܿሻ 

To get the static buckling load in this case, we determine (46d) at static buckling to get 128 

																							߳ ൌ ௔௖ሾݓ ଵ݂ ൅ ௔௖ଶݓ ሺ ଶ݂ ൅	ݓ௔௖ଶ ଷ݂ሻ	ሿ																																																																																			ሺ48ܽሻ 

On multiplying (48a) by 5 and substituting for 5 ଷ݂ݓ௔௖ସ  from (47a) and simplifying, we  129 

																							5݉ଶ തܽ௠߳ߣௌ ൌ ௔௖ሺ݉ସݓ4 െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1ሻ ቈ1 ൅	
௔௖ଶݓߙ3 ܳହଵ

ଶߠ8
	቉																																							ሺ48ܾሻ 

The result (48b) is implicit in the load parameter ߣௌ through ܳସ଺, ܳହଵ, ܳହଷ and 130 .ߠ 
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6. SOLUTION OF THE DYNAMIC PROBLEM (5) – (8) 131 

The full equations are here recast as 132 

௧௧,ݓ ൅ 	2߳ଶݓ,௧ ൅ ௫௫௫௫,ݓ	 ൅ ௫௫,ݓሻݐሺ݂ߣ2	 ൅ ݓ ൅ ଷݓߙ	 െ ହݓߚ	 ൌ 	െ2݂߳ߣሺݐሻ
ௗమధ

ௗ௫మ
ݐ				, ൐ 0,							ሺ49ܽሻ  133 

0 ൏ ݔ ൏  ሺ49ܾሻ																																																																																																																															ߨ	

,ݔሺݓ																			 0ሻ ൌ ,ݔ௧ሺ,ݓ	 0ሻ ൌ 0,				0 ൏ ݔ ൏  ሺ49ܿሻ																																																																											ߨ	

ݓ																			 ൌ ௫௫,ݓ	 ൌ ݔ	ݐܽ	0	 ൌ 0, ݐ			,ߨ ൒ 0																																																																																		ሺ49݀ሻ 

Let 134 

																			߬ ൌ ߳ଶ,ݐ										ݓሺݔ, ሻݐ ൌ ܷሺݔ, ,ݐ ߬, ߳ሻ																																																																																	ሺ50ܽሻ	 

																			∴ ௧,ݓ		 ൌ 	 ,ܷ௧ ൅ 	߳ଶ ,ܷఛ; ௧௧,ݓ								 ൌ 	 ,ܷ௧௧ ൅ 	2߳ଶ ,ܷ௧ఛ ൅	߳ସ ,ܷఛఛ																																						ሺ50ܾሻ 

Substituting these in the governing equation of motion, yields 135 

൫ ,ܷ௧௧ ൅ 	2߳ଶ ,ܷ௧ఛ ൅	߳ସ ,ܷఛఛ൯ ൅	2߳ଶ൫ ,ܷ௧ ൅ 	߳ଶ ,ܷఛ൯ ൅	 ,ܷ௫௫௫௫ ൅ ߣ2 ,ܷ௫௫ ൅ ܷ ൅ ଷܷߙ െ	ܷߚହ

ൌ 	െ2߳ߣ
݀ଶ ഥ߱
ଶݔ݀

																																																																																																											ሺ51ሻ 

Let 136 

																																ܷሺݔ, ,ݐ ߬, ߳ሻ ൌ 	෍ܷሺ௜ሻ

ஶ

௜ୀଵ

߳௜																																																																																			ሺ52ሻ 

The following equations are obtained 137 

ሺଵሻܷܮ	:ሺ߳ሻࢯ																				 	≡ 	 ,ܷ௧௧
ሺଵሻ ൅ 	 ,ܷ௫௫௫௫

ሺଵሻ ൅ ߣ2 ,ܷ௫௫
ሺଵሻ ൅ 	ܷሺଵሻ ൌ 	െ2߳ߣ

݀ଶ߸
ଶݔ݀

																								ሺ53ሻ 

ሺଶሻܷܮ		:ሺ߳ଶሻࢯ																				 ൌ 	0																																																																																																									ሺ54ሻ 

ሺଷሻܷܮ		:ሺ߳ଷሻࢯ																				 ൌ 	െ2 ቀ ,ܷ௧ఛ
ሺଵሻ ൅ 	 ,ܷ௧

ሺଵሻቁ െ ൫ܷሺଵሻ൯ߙ
ଷ
																																																				ሺ55ሻ 

ሺସሻܷܮ		:ሺ߳ସሻࢯ																		 ൌ 	െ3ߙ൫ܷሺଵሻ൯
ଶ
ܷሺଶሻ െ 2 ቀ ,ܷ௧ఛ

ሺଶሻ ൅ 	 ,ܷ௧
ሺଶሻቁ																																											ሺ56ሻ 

ሺହሻܷܮ		:ሺ߳ହሻࢯ																		 ൌ 	െ3ߙ ቂ൫ܷሺଵሻ൯
ଶ
ܷሺଷሻ ൅	ܷሺଵሻ൫ܷሺଶሻ൯

ଶ
ቃ ൅ ൫ܷሺଵሻ൯ߚ

ହ
െ 2 ቀ ,ܷ௧ఛ

ሺଷሻ ൅	 ,ܷ௧
ሺଷሻቁ				ሺ57ሻ 
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etc. 138 

The initial conditions evaluated at ݐ ൌ ߬ ൌ 0 are 139 

  				ܷሺଵሻሺݔ, 0, 0ሻ ൌ 0, ݅ ൌ 1, 2, 3, …																																																																																				ሺ58ܽሻ 140 

  	:ሺ߳ሻࢯ ,ܷ௧
ሺଵሻ ൌ 0																																																																																																																				ሺ58ܾሻ 141 

  			:ሺ߳ଶሻࢯ ,ܷ௧
ሺଶሻ ൌ 0																																																																																																																	ሺ58ܿሻ 142 

  			:ሺ߳ଷሻࢯ ,ܷ௧
ሺଷሻ ൅ 	 ,ܷఛ

ሺଵሻ ൌ 0																																																																																																					ሺ58݀ሻ 143 

  			:ሺ߳ସሻࢯ ,ܷ௧
ሺସሻ ൅ 	 ,ܷఛ

ሺଶሻ ൌ 0																																																																																																						ሺ58݁ሻ 144 

  			:ሺ߳ହሻࢯ ,ܷ௧
ሺହሻ ൅ 	 ,ܷఛ

ሺଷሻ ൌ 0																																																																																																					ሺ58݂ሻ 145 

  ܷሺ௜ሻ ൌ 		 ,ܷ௫௫
ሺ௜ሻ ൌ ݔ	ݐܽ	0 ൌ 0, ;	ߨ 			݅ ൌ 1, 2, 3, …																																																															ሺ58݃ሻ	 146 

Let 147 

    ഥ߱ ൌ തܽ௠݊݅ݏ	ݔ݉,݉ ൌ 1, 2, 3, …	and let  148 

  ܷሺ௜ሻሺݔ, ,ݐ ߬ሻ ൌ 	∑ 		ܷ௡
ሺ௜ሻሺݐ, ߬ሻ sin݉ݔ																																																																														ሺ59ሻஶ

௡ୀଵ  149 

On substituting into (53), the result is 150 

															෍ 		ܷ௡,௧௧
ሺଵሻ ൅	ሺ݊ସ െ 2݊ଶߣ ൅ 1ሻ

ஶ

௡ୀଵ

		ܷ௡
ሺଵሻ ൌ 2തܽ௠݉ߣଶݔ݉݊݅ݏ 

For ݊ ൌ ݉, the result gives 151 

  		ܷ௠,௧௧
ሺଵሻ ൅	ߠଶ	ܷ௠

ሺଵሻ ൌ 2 തܽ௠݉ߣଶ																																																																																																	ሺ60ܽሻ 152 

  		ܷ௠
ሺଵሻሺ0, 0ሻ ൌ 	 		ܷ௠,௧

ሺଵሻሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																																																														ሺ60ܾሻ 153 

The solution of (60a, b) is 154 

  		ܷ௠
ሺଵሻሺݐ, ߬ሻ ൌ ଵሺ߬ሻߙ	 cos ݐߠ ൅	ߛଵሺ߬ሻ sin ݐߠ ൅  ሺ60ܿሻ 155																																																																ܤ
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  ܤ ൌ 	ቀ
ଶ௔ത೘ఒ௠మ

௠రିଶ௠మఒାଵ
ቁ ൌ 	

ଶ௔ത೘ఒ௠మ

ఏమ
																																																																																																ሺ60݀ሻ 156 

where, as in (21a), we have taken 157 

ଶߠ																		  ൌ 	 ሺ݉ସ െ 2݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0	 ⩝ ݉.																																																																																ሺ60݁ሻ	 158 

																		∴ 		 ଵሺ0ሻߙ ൌ 	െ,ܤ													ߛଵሺ0ሻ ൌ 0																																																																																			ሺ60݂ሻ 

Substituting (59) into (54) (for ݅ ൌ 2ሻ and for ݊ ൌ ݉, we have (using (58a, c)) 159 

 													ܷ௠
ሺଶሻሺݐ, ߬ሻ ൌ ଶሺ߬ሻߙ	 cos ݐߠ ൅	ߛଶሺ߬ሻ sin  ሺ61ܽሻ																																																																										ݐߠ  160 

														∴ 		 ଶሺ0ሻߙ 		ൌ 	 ଶሺ0ሻߛ ൌ 0																																																																																																										ሺ61ܾሻ 

The next substitution into (55) requires the simplification 161 

ܷ௠
ሺଵሻଷ ൌ 	 ሺߙଵሺ߬ሻ cos ݐߠ ൅	ߛଵሺ߬ሻ sin ݐߠ ൅ ሻଷ	ܤ

ൌ 	ቆ3ߙܤଵ
ଶ ൅	ܤଷ ൅	

ଵߛܤ3
ଶ

2
ቇ

൅	ቊ
ଵߙ3

ଷ

4
൅ ଵߙ3 ቆܤଶ ൅	

ଵߛ
ଶ

2
ቇ െ	

ଵߛଵߙ3
ଶ

4
ቋ cos ݐߠ

൅	ቊ
ଵߙ3

ଶߛଵ
4

൅ 3ቆܤଶߛଵ ൅	
ଵߛ
ଷ

4
ቇቋ sin ݐߠ ൅ 3ቆߙܤଵ

ଶ െ	
ଵߛܤ

ଶ

2
ቇ cos ݐߠ2 ൅ ݐߠ2	݊݅ݏܤଵߛଵߙ3

൅	ቆ
ଵߙ
ଷ

4
െ	
ଵߛଵߙ3

ଶ

4
ቇ cos ݐߠ3 ൅	ቆ

ଵߙ3
ଶߛଵ
2

െ
ଵߛ
ଷ

4
ቇ sin  ሺ62ሻ																																								ݐߠ3

Substituting (59) into (55) and for ݊ ൌ ݉, we get 162 

																					ܷ௠,௧௧
ሺଷሻ ൅	ߠଶ	ܷ௠

ሺଷሻ ൌ െ2	 ቀ	ܷ௠,௧ఛ
ሺଷሻ ൅	ߠଶ	ܷ௠,௧

ሺଷሻቁ െ ௠ܷߙ3
ሺଵሻଷ																																											ሺ63ܽሻ	 

																					ܷ௠
ሺଷሻሺ0, 0ሻ ൌ 	 		ܷ௠,௧

ሺଷሻሺ0, 0ሻ 	൅ 	 		ܷ௠,ఛ
ሺଵሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																														ሺ63ܾሻ 

However, for ݊ ൌ 3݉ in the substitution into (55), the resultant equation is  163 

		ܷଷ௠,௧௧
ሺଷሻ ൅ 	߱ଶ	ܷଷ௠

ሺଷሻ ൌ ௠ܷߙ
ሺଵሻଷ																																																																																																ሺ64ܽሻ 

  		ܷଷ௠
ሺଷሻሺ0, 0ሻ ൌ 	 		ܷଷ௠,௧

ሺଷሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																																																												ሺ64ܾሻ   164 

	  ߱ଶ ൌ 	 ሺ81݉ସ െ 18݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0	 ⩝ ݉.																																																																														ሺ64ܿሻ 165 
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Now,  substituting  from  (60c,  d)  and  (62)  into  (63a)  and  ensuring  a  uniformly  valid  solution  in  t  by 166 

equating  separately, on  the  right hand  side,  the coefficients of cos  and ݐߠ sin  ݐߠ to  zero, we get,  for 167 

coefficient of cos  168 :ݐߠ

																െ2ߠሺߛଵ
ᇱ ൅	ߛଵሻ െ ߙ3 ቊ

ଵߙ3
ଷ

4
൅ ଵߙ3 ቆܤଶ ൅	

ଵߛ
ଶ

2
ቇቋ ൅	

ଵߛଵߙ9
ଶ

4
ൌ 0																																				ሺ65ܽሻ 

and for coefficient of ݊݅ݏ	ݐߠ, we get 169 

ଵߙሺߠ2																		
ᇱ ൅	ߙଵሻ െ ߙ3 ቊ

ଵߙ3
ଶߛଵ
4

൅ 3ቆܤଶߛଵ ൅	
ଵߛ
ଷ

4
ቇቋ ൌ 0																																																				ሺ65ܾሻ 

Simplifying (65a, b) further, we have 170 

ଵߛሺߠ2																										
ᇱ ൅ ଵሻߛ	 ൅ ܭଵߙߙ9 ൌ 0																																																																																									ሺ65ܿሻ 

ଵߙሺߠ2																										
ᇱ ൅	ߙଵሻ െ ܭଵߛߙ9 ൌ 0																																																																																									ሺ65݀ሻ 

where, 171 

ܭ																											 ൌ 	
ଵߙ
ଶ

4
൅ ଶܤ ൅	

ଵߛ
ଶ

4
																																																																																																							ሺ65݁ሻ 

Multiplying (65c) by ߛଵ and (65d) by ߙଵ and adding, followed by simplification, yields 172 

																												

1
2
݀
݀߬ ሺߛଵ

ଶ ൅	ߙଵ
ଶሻ

ଵߛ
ଶ ൅	ߙଵ

ଶ ൅ 1 ൌ 0																																																																																														ሺ65݂ሻ 

The solution of (65f), using (60f), yields 173 

																								ሺߛଵ
ଶ ൅	ߙଵ

ଶሻ ൌ  ሺ65݃ሻ																																																																																																							ଶ݁ିଶఛܤ	

We are not however going to solve for ߙଵ and ߛଵexplicitly because every information needed later about 174 

 ଵሺ߬ሻ can be easily obtained from (65c – g). For example, we shall need 175ߛ ଵሺ߬ሻ andߙ

ଵߙ																										 
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 	െߙଵሺ0ሻ ൌ ଵߙ								,ܤ

ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 	
ଶ଴ଶହఈమ஻ఱ

଺ହఏమ
െ  ሺ65݄ሻ 176																																																	ܤ

ଵߛ																										
ᇱሺ0ሻ ൌ 	

ଷܤߙ45

ߠ8
ଵߛ											,

ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 	
െ27ܤߙଷ

ߠ2
																																																																	ሺ65݅ሻ 

The remaining equation in the substitution into (63a) is 177 
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												ܷ௠,௧௧
ሺଷሻ ൅ ܷ௠	ଶߠ	

ሺଷሻ ൌ 	െ3ߙሾݎ଴ ൅	ݎଵ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶ sin ݐߠ2 ൅	ݎଷ cos ݐߠ3 ൅	ݎସ sin  ሺ66ܽሻ								ሿݐߠ3

																					ܷ௠
ሺଷሻሺ0, 0ሻ ൌ 0, 		ܷ௠,௧

ሺଷሻሺ0, 0ሻ 	൅	 		ܷ௠,ఛ
ሺଵሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																				 

where, 178 

଴ݎ																					 ൌ ቆ3ߙܤଵ
ଶ ൅	ܤଷ ൅	

ଵߛܤ3
ଶ

2
ቇ,												ݎ଴ሺ0ሻ ൌ  ሺ66ܾሻ																																																										ଷܤ4

ଵݎ																					 ൌ 3ቆߙܤଵ
ଶ െ	

ଵߛܤ
ଶ

2
ቇ,											ݎଵሺ0ሻ ൌ  ሺ66ܿሻ																																																																								ଷܤ3

ଶݎ																		 ൌ ଶሺ0ሻݎ									,ܤଵߛଵߙ3 ൌ 	0;								 ଷݎ			 ൌ
ଵߙ
ଷ

4
െ	
ଵߛଵߙ3

ଶ

4
ଷሺ0ሻݎ									, ൌ 	

െܤଷ

4
														ሺ66݀ሻ 

ସݎ																	 ൌ 		 ଵߛ ቆ
ଵߙ3

ଶ

2
െ	
ଵߛ
ଶ

4
ቇ,													 ସሺ0ሻݎ		 ൌ 0																																																																										ሺ66݁ሻ 

The solution of (66a – e) is 179 

	ܷ௠
ሺଷሻ ൌ ଵଶሺ߬ሻߙ	 cos ݐߠ ൅	ߚଵଶሺ߬ሻ sin ݐߠ െ ߙ3 ቂ

		௥బ
ఏమ
െ	

		௥భ ୡ୭ୱ ଶఏ௧

ଷఏమ
െ	

		௥మ ୱ୧୬ ଶఏ௧

ଷఏమ
െ	

ଵ

଼ఏమ
ሺ		ݎଷ cos ݐߠ3 ൅180 

ସݎ			 sin 	ሻቃݐߠ3 																																																																																																																																													ሺ67ܽሻ  181 

where, 182 

ଵଶሺ0ሻߙ																				 ൌ ߙ3 ቂ
଴ݎ		
ଶߠ

െ	
ଵݎ		
ଶߠ3

െ	
ଷݎ		
ଶߠ8

ቃ ലఛୀ଴ ൌ
ଷܤߙ291

ଶߠ32
ଵଶሺ0ሻߚ									; ൌ 	

െܤ
ߠ
																	ሺ67ܾሻ 

The following terms will be useful later: 183 

ଵݎ																									
ᇱሺ0ሻ ൌ 	െ6ܤଷ,									ݎଶ

ᇱሺ0ሻ ൌ 	
െ135ܤߙହ

ߠ8
ଷݎ									,

ᇱሺ0ሻ ൌ 	
ଷܤ3

4
ସݎ							,

ᇱሺ0ሻ ൌ 	
ହܤߙ135

ߠ16
 

Now, going back to the substitution in (55) to the case ݊ ൌ 3݉, the resultant equation is 184 

																ܷଷ௠,௧௧
ሺଷሻ ൅	߱ଶ	ܷଷ௠

ሺଷሻ ൌ ଴ݎሾߙ	 ൅	ݎହܿݐߠݏ݋ ൅	ݎ଺ݐߠ݊݅ݏ ൅	ݎଵ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶ sin ݐߠ2 ൅	ݎଷ cos ݐߠ3 ൅185 

ସݎ	 sin  ሺ68ܽሻ  186																																																																																																																																															ሿ	ݐߠ3

   												ܷଷ௠
ሺଷሻሺ0, 0ሻ ൌ 		ܷଷ௠,௧

ሺଷሻ ሺ0, 0ሻ 	ൌ 0																																																																																	ሺ68ܾሻ 187 
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where, 188 

ହݎ														 ൌ 	 ቈ
ଵߙ
ଷ

4
൅ ଵߙ3 ቆܤଶ ൅	

ଵߛ
ଶ

4
ቇ െ

ଵߛଵߙ3
ଶ

4
቉,												ݎହሺ0ሻ ൌ 	

െܤଷ

4
 

଺ݎ														 ൌ 	 ቈ
ଵߙ3

ଶߛଵ
4

൅ 3ቆܤଶߛଵ ൅	
ଵߛ
ଷ

4
ቇ቉,												ݎ଺ሺ0ሻ ൌ 	0			 

																	߱ଶ ൌ 	 ሺ81݉ସ െ 18݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0	 ⩝ ݉.																																																																													ሺ68ܿሻ 

It also follows that  189 

ହݎ																									
ᇱሺ0ሻ ൌ 	

ଷܤ21

4
଺ݎ									,

ᇱሺ0ሻ ൌ 	
ହܤߙ6755

ߠ32
 

The solution of (68a, b) is 190 

														ܷଷ௠
ሺଷሻ ൌ ଷߙ	 cos߱ݐ ൅	ߚଷ sin߱ݐ ൅ ߙ	 ቂ

௥బ
ఠమ ൅	ቀ

௥ఱ௖௢௦ఏ௧ା	௥ల௦௜௡ఏ௧

ఠమି	ఏమ
ቁ ൅	ቀ

௥భ ୡ୭ୱ ଶఏ௧ା	௥మ ୱ୧୬ ଶఏ௧	

ఠమି	ସఏమ
ቁ ൅191 

	ቀ
௥య ୡ୭ୱ ଷఏ௧ା	௥ర ୱ୧୬ ଷఏ௧	

ఠమି	ଽఏమ
ቁቃ																																																																																																																												ሺ69ܽሻ  192 

ଷሺ0ሻߙ																	  ൌ െܤߙଷߗଵ,							ߗଵ ൌ ቂ ସ
ఠమ െ	

ଵହ

ସሺఠమି	ఏమሻ
൅

ଷ

ఠమି	ସఏమ
൅		

ଵ

ସሺఠమି	ଽఏమሻ
ቃ 																				ሺ69ܾሻ	 193 

ଷሺ0ሻߚ																				 ൌ 0																																																																																																																															ሺ69ܿሻ 

The next substitution into (56) requires the following simplification 194 

ܷ௠
ሺଷሻଶܷ௠

ሺଶሻ ൌ 	 ሾݎଵ଼ ൅	ݎଵଽܿݐߠݏ݋ ൅	ݎଶ଴ݐߠ݊݅ݏ

൅	ݎଶଵ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶଶ sin ݐߠ2 ൅	ݎଶଷ cos ݐߠ3 ൅	ݎଶସ sin  ሺ70ܽሻ																													ሿ	ݐߠ3

where, 195 

ଵ଼ݎ																								 ൌ ଶߙଵߙሺܤ ൅	ߛଵߛଶሻ,													ݎଵ଼ሺ0ሻ ൌ 0																																																																	ሺ70ܾሻ 

ଵଽݎ																						 ൌ 	 ቈቆ
ଵߙ
ଶ

2
൅	
ଵߛ
ଶ

2
൅ ଶߙቇܤ ൅

ଶߛଵߛଵߙ
2

	൅ 	
ଶߛ
4
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߛ
ଶሻ቉,										ݎଵଽሺ0ሻ ൌ 0											ሺ70ܿሻ		 

ଶ଴ݎ																						 ൌ 	 ቈቆ
ଵߙ
ଶ

2
൅	
ଵߛ
ଶ

2
൅ ଶቇܤ ଶߛ ൅

ଵߛଶߙଵߙ
2

	൅	
ଶߛ
4
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߛ
ଶሻ቉,										ݎଶ଴ሺ0ሻ ൌ 0											ሺ70݀ሻ		 

ଶଵݎ																						 ൌ ଶߙଵߙሺܤ െ	ߛଵߛଶሻ,													ݎଶଵሺ0ሻ ൌ 0																																																																				ሺ70݁ሻ 
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ଶଶݎ																						 ൌ ଶߛଵߙሺܤ ൅	ߙଶߛଵሻ,													ݎଶଶሺ0ሻ ൌ 0																																																																				ሺ70݂ሻ 

ଶଷݎ																						 ൌ 	 ቈ
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߛ
ଶሻߙଶ

4
െ
ଶߛଵߛଵߙ
4

቉,										ݎଶଷሺ0ሻ ൌ 0																																																								ሺ70݃ሻ 

ଶସݎ																						 ൌ 	 ቂ
ଵߛଶߙଵߙ
2

൅	
ଶߛ
4
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߛ
ଶሻቃ,										ݎଶସሺ0ሻ ൌ 0																																																						ሺ70݄ሻ 

Now substituting into (56), yields 196 

,ܷ௧௧
ሺସሻ ൅ 	 ,ܷ௫௫௫௫

ሺସሻ ൅ ߣ2 ,ܷ௫௫
ሺସሻ ൅ 	ܷሺସሻ

ൌ 	െ2 ቀܷ௠,௧ఛ
ሺଶሻ ൅	ܷ௠,௧

ሺଶሻቁ sin݉ݔ െ	
ߙ3
4
ܷ௠
ሺଵሻଶܷ௠

ሺଶሻሺ3 sin݉ݔ െ sin  ሺ71ሻ											ሻݔ3݉

After substituting (59) into (71), for ݅ ൌ 4, and for ݊ ൌ ݉, we get 197 

																ܷ௠,௧௧
ሺସሻ ൅	ߠଶ	ܷ௠

ሺସሻ ൌ 	െ2 ቀܷ௠,௧ఛ
ሺଶሻ ൅	ܷ௠,௧

ሺଶሻቁ െ ௠ܷߙ9
ሺଵሻଶܷ௠

ሺଶሻ																																																ሺ72ܽሻ 

																			ܷ௠
ሺସሻሺ0, 0ሻ ൌ 0, 		ܷ௠,௧

ሺସሻ ሺ0, 0ሻ 	൅	 		ܷ௠,ఛ
ሺଶሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																				ሺ72ܾሻ	 

However, for ݊ ൌ 3݉, we have 198 

														ܷଷ௠,௧௧
ሺସሻ ൅	߱ଶ	ܷଷ௠

ሺସሻ ൌ
ߙ3
4
ܷ௠
ሺଵሻଶܷ௠

ሺଶሻ																																																																																									ሺ72ܿሻ 

  		ܷଷ௠
ሺସሻሺ0, 0ሻ ൌ 	 		ܷଷ௠,௧

ሺସሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																																																													ሺ72݀ሻ 199 

Now, on substituting into (72a) for ܷ௠
ሺଶሻ

 from (61a) as well as for ܷ௠
ሺଵሻଶܷ௠

ሺଶሻ
 from (70a) and ensuring a 200 

uniformly valid solution in t by separately equating to zero the coefficients of cos and sin ݐߠ  we 201 ,ݐߠ

have, respectively 202 

ଶߛ																
ᇱ ൅	ߛଶ ൌ

െ9ݎߙଵଽ
ߠ8

ଶߙ																	݀݊ܽ					
ᇱ ൅ ଶߙ	 ൌ

െ9ݎߙଶ଴
4

																																											ሺ73ܽሻ	 

Solving (73a) gives 203 

ଶߛ																			 ൌ 	െ݁ିఛ න
ଵଽݎߙ9
ߠ8

ଶߙ							,߬݀ ൌ 			 ݁ିఛ න
ଶ଴ݎߙ9
ߠ8

݀߬																																																								ሺ73ܾሻ 

Observation shows that 204 
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ଶߛ																		
ᇱ ሺ0ሻ ൌ ଶߙ	

ᇱ ൌ 	 ଶߛ		
ᇱᇱሺ0ሻ ൌ ଶߙ

ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 0																																																																																		 

Infact, all derivatives of ߛଶ and ߙଶ evaluated at ߬ ൌ 0 vanish. Thus, without loss of generality, we can set 205 

ଶሺ߬ሻߛ																					 ൌ ଶሺ߬ሻߙ	 ≡ 0 

Hence, we get 206 

																						ܷሺଶሻ ൌ 	ܷ௠
ሺଶሻሺݐ, ߬ሻ ൌ 0																																																																																																										ሺ73ܿሻ 

The remaining equation in (72a) is 207 

												ܷ௠,௧௧
ሺସሻ ൅ ܷ௠	ଶߠ	

ሺସሻ ൌ 	െ
ߙ9
4
ሾ	ݎଶଵ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶଶ sin ݐߠ2 ൅	ݎଶଷ cos ݐߠ3 ൅	ݎଶସ sin  ሺ74ܽሻ								ሿݐߠ3

which is now solved together with (72b) to yield 208 

													ܷ௠
ሺସሻ ൌ ଵሺ߬ሻݍ cos ݐߠ ൅ ଶሺ߬ሻݍ sin ݐߠ 	

െ
ߙ9
4
൤െ

1
ଶߠ3

ሺݎଶଵ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶଶ sin ሻݐߠ2 െ
1
ଶߠ8

ሺݎଶଷ cos ݐߠ3 ൅	ݎଶସ sin  ሺ74ܾሻ					ሻ൨ݐߠ3

ଵሺ0ሻݍ																			 ൌ 0 ൌ  ሺ74ܿሻ																																																																																																																					ଶሺ0ሻݍ

On substituting from (70a) into (72c) and solving, we get 209 

													ܷଷ௠
ሺସሻ ൌ ସሺ߬ሻߙ cos߱ݐ ൅ ସሺ߬ሻߛ sin߱ݐ

൅
ߙ3
4
൤
ଵ଼ݎ
߱ଶ ൅ ൬

ݐߠݏ݋ଵଽܿݎ ൅	ݎଶ଴ݐߠ݊݅ݏ
߱ଶ െ ଶߠ

൰ ൅ ൬
ଶଵݎ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶଶ sin ݐߠ2

߱ଶ െ ଶߠ4
൰

൅ ൬
ଶଷݎ cos ݐߠ3 ൅	ݎଶସ sin ݐߠ3

߱ଶ െ ଶߠ9
൰൨																																																																																	ሺ75ܽሻ 

ସሺ0ሻߙ																														 ൌ ସሺ0ሻߛ ൌ 0																																																																																																							ሺ75ܾሻ 

Thus, 210 

																						ܷሺସሻ ൌ 	ܷ௠
ሺସሻ sin݉ݔ ൅	ܷଷ௠

ሺସሻ sin  ሺ75ܿሻ																																																																															ݔ3݉

The next substitution into (57), using (73c), needs the following simplications: 211 
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 																			ܷ௠
ሺଵሻହ ൌ ሺߙଵ cos ݐߠ ൅ ଵߛ sin ݐߠ ൅ ሻହܤ ൌ ଻ݎ ൅	 ݎ଼ ݐߠݏ݋ܿ ൅	ݎଽݐߠ݊݅ݏ ൅	ݎଵ଴ cos ݐߠ2 ൅212 

ଵଵݎ	 sin ݐߠ2 ൅	ݎଵଶ cos ݐߠ3 ൅	ݎଵଷ sin ݐߠ3 ൅	ݎଵସ cos ݐߠ4 ൅	ݎଵହ sin ݐߠ4 ൅213 

ଵ଺ݎ cos ݐߠ5 ൅	ݎଵ଻ sin ݐߠ5 																																																																																																																										ሺ75݀ሻ 214 

where, 215 

଻ݎ																 ൌ 	
ଵߙ15

ସܤ
8

൅ ଵߙ5
ଶ ቆܤଷ ൅	

ଵߛ3
ଶܤ
4

ቇ െ	
ଵߛଵߙ15

ଶ

16
൅	ቆ

ଵߛ
ଶ

2
൅ ଶቇܤ ቆܤଷ ൅	

ଵߛ
ଶܤ
2
ቇ

൅ ଵߛܤ3 ቆ
ଵߛ
ଷ

4
൅	ܤଶߛଵቇ ൅	

ଵߛ3
ସܤ
8

																																																																																	ሺ75݁ሻ 

ݎ଼																 ൌ 	
ଵߙ5

ହ

8
൅	
ଵߙ10

ଷܤ
4

ቆ
ଵߛ
ଶ

2
൅ ଶቇܤ3

൅ ଵߙ5 ቊቆ
ଵߛ3

ସ

8
൅	3ܤଶߛଵ ൅	ܤସቇ െ	

1
2
ቆ
ଵߛ3

ସ

8
൅	3ߛଵ

ଶܤଶቇ െ	
ଵߛܤ

ସ

4
ቋ																											ሺ75݂ሻ 

ଽݎ																 ൌ 	
െ5ߙଵ

ସߛଵ
16

െ	
ଵߙ10

ଷߛଵܤ
4

൅ ଵߙ5
ଶ ቆ
ଵߛ
ଷ

2
െ
ଵߛଶܤ5
8

ቇ ൅ 3ቆ
ଵߛ
ଶ

2
൅	ܤଶቇቆ

ଵߛ
ଷ

4
൅	ܤଶߛଵቇ

൅ ܤଵߛ2 ቆܤଷ ൅	
ଵߛ
ଶܤ
2
ቇ ൅		

ଵߛଶܤ
ଷ

2
൅	
3
4
ቆ
ଵߛ
ଷ

4
൅	ܤଶߛଵቇ ൅	

ଵߛ
ହ

16
																																			ሺ75݃ሻ 

ଵ଴ݎ							 ൌ 	
ଵߙ5

ସܤ
4

൅ ଵߙ5	
ଶܤଷ െ

3
2
ቆ
ଵߛ
ଶ

2
൅	ܤଶቇ ଵߛ

ଶܤ െ ଵߛܤ3 ቆ
ଵߛ
ଷ

4
൅	ܤଶߛଵቇ െ	ቆܤଷ ൅	

ଵߛ3
ଶܤ
2

ቇ
ଵߛ
ଶ

2
						ሺ75݄ሻ 

ଵଵݎ																						 ൌ 	
ଵߙ15

ଷߛଵܤ
4

൅ ଵߙ5	 ቊቆ
ଵߛଶܤ11

4
൅
ଵߛܤ13

ଷ

8
ቇቋ																																																											ሺ75݅ሻ 

ଵଶݎ																						 ൌ 	
ଵߙ5

ହ

16
൅	
ଵߙ5

ଷ

2
ቆ3ܤଶ െ

ଵߛ
ଷ

4
ቇ ൅ ଵߙ5 ቊെ

1
2
ቆ
ଵߛ3

ସ

8
൅	3ߛଵ

ଶܤଶቇ ൅	
ଵߛܤ

ସ

4
ቋ																			ሺ75݆ሻ 

ଵଷݎ																						 ൌ 	
ଵߙ15

ସߛଵ
8

൅	
ଵߙ5

ଷߛଵܤ
2

൅ ଵߙ5
ଶ ቆ
ଵߛ3

ଷ

8
൅	
5
4
ଵቇߛଶܤ െ

1
4
ቆ
ଵߛ
ଶ

2
൅	ܤଶቇ ଵߛ

ଷ െ
ଵߛଷܤ

ଶ

2

െ
3
4
ቆ
ଵߛ
ଷ

4
൅ ଵቇߛଶܤ ଵߛ

ଶ																																																																																																				ሺ75݇ሻ 

ଵସݎ																						 ൌ 	
ଵߙ5

ସܤ
4

െ
ଵߙ15

ଶߛଵ
ଶܤ

4
൅	
ଵߛ3

ସܤ
8

																																																																																	ሺ75݈ሻ 

ଵହݎ																						 ൌ 	
െ5ߙଵߛଵ

ଷܤ
2

																																																																																																																ሺ75݉ሻ 
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ଵ଺ݎ																						 ൌ 	
ଵߙ
ହ

8
െ
ଵߙ5

ଷߛଵ
ଶ

8
൅
ଵߛଵߙ15

ସ

16
																																																																																								ሺ75݊ሻ	 

ଵ଻ݎ																							 ൌ 	
ଵߙ5

ସߛଵ
8

െ	
ଵߙ15

ଶߛଵ
ଶܤ

8
൅	
ଵߛ
ହ

16
																																																																																		ሺ75݋ሻ 

where,  216 

଻ሺ0ሻݎ																 ൌ 	
ହܤ63

8
, ݎ଼									 ሺ0ሻ ൌ 	

െ105ܤହ

8
, ଽሺ0ሻݎ						 ൌ 	0, ଵ଴ሺ0ሻݎ									 ൌ 	

ହܤ25

4
, ଵଵሺ0ሻݎ									

ൌ 	0, ଵଶሺ0ሻݎ									 ൌ 	
െ125ܤହ

16
, ଵଷሺ0ሻݎ						 ൌ 	0, ଵସሺ0ሻݎ									 ൌ 	

ହܤ5

4
, ଵହሺ0ሻݎ					

ൌ 	0, ଵ଺ሺ0ሻݎ					 ൌ 	
െܤହ

8
, ଵ଻ሺ0ሻݎ							 ൌ 	0 

We shall also need  217 

ܷ௠
ሺଵሻଶܷ௠

ሺଷሻ ൌ 	 ଶହݎ ൅	ݎଶ଺ܿݐߠݏ݋ ൅	ݎଶ଻ݐߠ݊݅ݏ ൅	ݎଶ଼ cos ݐߠ2 ൅	ݎଶଽ sin ݐߠ2 ൅	ݎଷ଴ cos ݐߠ3 ൅	ݎଷଵ sin ݐߠ3

൅	ݎଷଶ cos ݐߠ4 ൅	ݎଷଷ sin ݐߠ4 ൅	ݎଷସ cos ݐߠ5 ൅	ݎଷହ sin  ሺ76ܽሻ																																ݐߠ5

where, 218 

ଶହݎ															 ൌ 	 ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ ൅	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൬

െ3ݎߙ଴
ଶߠ

൰ ൅ ଵଶߙଵߙܤ ൅ ଵଶߚଵߛܤ ൅ ߙ	 ቆ
ଵߙ
ଶ െ	ߛଵ

ଶ

ଶߠ2
ቇ  ሺ76ܾሻ									ଵߛ

ଶ଺ݎ															 ൌ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ଵଶߙ	ൠ	ଶܤ െ

ଵߙܤ଴ݎߙ6
ଶߠ

൅
ଵݎߙଵߙܤ
ଶߠ

൅
ଵଶߛߙଶߙܤ

ଶߠ
൅	
1
4
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻߙଵଶ

൅
ଵߙሺߙ3

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎଷ

ଶߠ32
																																																																																																								ሺ76ܿሻ 

ଶ଻ݎ															 ൌ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ଵଶߚ	ൠ	ଶܤ ൅

ଶݎߙଵߙܤ
ଶߠ

െ
ଵߛܤ଴ݎߙ6

ଶߠ
െ
ଵߛߙଵߙܤ
ଶߠ

െ
ଷݎଵߛߙܤ3
ଶߠ8

െ	
1
4
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻߚଵଶ

൅
ଵߙሺߙ3

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎସ

ଶߠ32
																																																																																																								ሺ76݀ሻ 

In the same vein, we shall similarly need 219 

ܷ௠
ሺଵሻଶܷଷ௠

ሺଷሻ ൌ 	 ଷ଺ݎ ൅	ݎଷ଻ܿݐߠݏ݋ ൅	ݎଷ଼ݐߠ݊݅ݏ ൅	ݎଷଽ cos ݐߠ2 ൅	ݎସ଴ sin ݐߠ2 ൅	ݎସଵ cos ݐߠ3 ൅	ݎସଶ sin ݐߠ3 ൅220 

ସଷݎ	 cos ݐߠ4 ൅	ݎସସ sin ݐߠ4 ൅	ݎସହ cos ݐߠ5 ൅	ݎସ଺ sin 	ݐߠ5 ൅ ߠሺݏ݋ସ଻ܿݎ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎସ଼݊݅ݏሺߠ ൅ ߱ሻݐ ൅221 

ସଽݎ	 cosሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎହ଴ sinሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎହଵ cosሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎହଶ sinሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎହଷ cosሺ߱ െ ݐሻߠ2 ൅222 

ହସݎ	 sinሺ߱ െ ݐሻߠ2 ൅	ݎହହ cos߱ݐ ൅	ݎହ଺ sin߱ݐ																																																																																							ሺ77ܽሻ  223 
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where, 224 

ଷ଺ݎ ൌ 	 ቀ
଴ݎߙ
߱ଶ ቁ ൜

1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

଴ݎଵߙߙܤ2
߱ଶ ൅	

ହݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ

൅	
଺ݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ

൅
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎଵ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ
									ሺ77ܾሻ	 

ଷ଻ݎ ൌ 	 ቀ
ହݎߙ

߱ଶ െ ଶߠ
ቁ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

ଵݎଵߙߙܤ2
߱ଶ െ ଶߠ4

൅	
ଶݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ4

൅	
1
4
ቀ

ହݎߙ
߱ଶ െ ଶߠ

ቁ ሺߙଵ
ଶ െ	ߛଵ

ଶሻ

െ
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎଷ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
																																																																																																								ሺ77ܿሻ 

ଷ଼ݎ													 ൌ 	 ቀ
଺ݎߙ

߱ଶ െ ଶߠ
ቁ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

଴ݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ	

ଵݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ4

െ
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎ଺

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ

൅
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎସ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
																																																																																																							ሺ77݀ሻ 

ଷଽݎ													 ൌ 	 ቀ
ଵݎߙ

߱ଶ െ ଶߠ4
ቁ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

ହݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ

൅	
ଷݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

െ
଺ݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ

൅
ସݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅
1
4
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ	ቀ

଴ݎߙ
߱ଶ ቁ																																																																																								ሺ77݁ሻ 

ସ଴ݎ													 ൌ 	 ቀ
ଶݎߙ

߱ଶ െ ଶߠ4
ቁ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

଺ݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ

൅	
ଶݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ4

൅
ସݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅
ଵߛହߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ

െ
ଷݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

																																																																																																												ሺ77݂ሻ 

ସଵݎ													 ൌ 	 ቀ
ଷݎߙ

߱ଶ െ ଶߠ9
ቁ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

ଵߙଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ4

െ	
ସݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎହ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ4

െ
ଶݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ4

																																																																																																												ሺ77݃ሻ 

ସଶݎ														 ൌ 	 ቀ
ସݎߙ

߱ଶ െ ଶߠ9
ቁ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ ൅	

ଵݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ4

൅	
1
4
ሺߙଵ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ	ቀ

଺ݎߙ
߱ଶ െ ଶߠ

ቁ					ሺ77݄ሻ 

ସଷݎ																	 ൌ 	
ଷݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅	
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎଵ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
																																																																																				ሺ77݅ሻ 

ସସݎ																	 ൌ 	
ସݎଵߙߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅	
ଷݎଵߛߙܤ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎଶ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
																																																												ሺ77݆ሻ 

ସହݎ																	 ൌ 	
ଵߙሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻݎଷ

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
, ସ଺ݎ					 ൌ 	

ଵߙሺߙ
ଶ െ	ߛଵ

ଶሻݎସ
4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9

																																																					ሺ77݇ሻ 

ସ଻ݎ																	 ൌ 	െߛܤଵߚଷ, ସ଼ݎ																	 ൌ ଷߚଵߙܤ	 ൅  ሺ77݈ሻ																																																													ଷߛଵߛܤ
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ସଽݎ																	 ൌ 	 ሺߙܤଵߙଷ ൅ ,ଷሻߚଵߛܤ ହ଴ݎ																	 ൌ ଷߚଵߙܤ	 ൅  ሺ77݉ሻ																																										ଷߛଵߛܤ

ହଵݎ																	 ൌ
ଵߙଷሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ

4
ହଶݎ											, ൌ

ଵߙଷሺߚ
ଶ െ	ߛଵ

ଶሻ

4
																																																															ሺ77݊ሻ	 

ହଷݎ																	 ൌ
ଵߙଷሺߙ

ଶ െ	ߛଵ
ଶሻ

4
ହସݎ											, ൌ

ଵߙଷሺߚ
ଶ െ	ߛଵ

ଶሻ

4
																																																												ሺ77݋ሻ	 

ହହݎ																	 ൌ ଷߙ ൜
1
2
ሺߙଵ

ଶ ൅	ߛଵ
ଶሻ ൅ ൠ	ଶܤ , ହ଺ݎ												 ൌ ଷߚ ൜

1
2
ሺߙଵ

ଶ ൅	ߛଵ
ଶሻ ൅  ሻ݌ሺ77																				ൠ	ଶܤ

where, 225 

ଷ଺ሺ0ሻݎ																	 ൌ ଶߗ							,ଶߗହܤߙ ൌ 	 ൬
9

2ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ
െ

2
߱ଶ൰																																																												 

ଷ଻ሺ0ሻݎ																	 ൌ ଷߗ							,ଷߗହܤߙ ൌ 	 ൬
9

8ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ
൅

1
16ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ

െ
3

߱ଶ െ ଶߠ4
൰																			 

ଷ଼ሺ0ሻݎ						 ൌ ଷଽሺ0ሻݎ											,0 ൌ ସߗ					,ସߗହܤߙ ൌ 	 ൬
9

2ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ
൅

15
4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ

൅	
1

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
൅

1
߱ଶ൰					 

ସ଴ሺ0ሻݎ											 ൌ ସଵሺ0ሻݎ											,0 ൌ ସߗହܤߙ
ሺଵሻ,					ߗସ

ሺଵሻ ൌ 	 ൬
3

8ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
െ

111
32ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ4

൰					 

ସଶሺ0ሻݎ									 ൌ ସଷሺ0ሻݎ								,0 ൌ ହߗ					,ହߗହܤߙ ൌ 	 ൬
3

4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ4
൅

1
4ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9

൰ 

ସସሺ0ሻݎ									 ൌ ସହሺ0ሻݎ								,0 ൌ െܤߙହߗ଺,					ߗ଺ ൌ 	െ
1

16ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ9
 

ସ଺ሺ0ሻݎ													 ൌ 0, ସ଻ሺ0ሻݎ									 ൌ 0, ସ଼ሺ0ሻݎ									 ൌ 0 

ସଽሺ0ሻݎ												 ൌ ହ଴ሺ0ሻݎ					,ଵߗହܤߙ ൌ 0, ହଵሺ0ሻݎ							 ൌ
െܤߙହߗଵ

4
 

ହଶሺ0ሻݎ															 ൌ 0, ହଷሺ0ሻݎ							 ൌ
െܤߙହߗଵ

4
ହସሺ0ሻݎ					, ൌ 0, ହହሺ0ሻݎ					 ൌ

െ3ܤߙହߗଵ
2

ହ଺ሺ0ሻݎ			, ൌ 0. 

Now, substituting the relevant terms into (57) yields 226 
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,ܷ௧௧
ሺହሻ ൅ 	 ,ܷ௫௫௫௫

ሺହሻ ൅ ߣ2 ,ܷ௫௫
ሺହሻ ൅ 	ܷሺହሻ

ൌ 	െ2 ቀܷ௠,௧ఛ
ሺଷሻ ൅ ܷ௠,௧

ሺଷሻቁ sin݉ݔ െ	ቀܷଷ௠,௧ఛ
ሺଷሻ ൅ ܷଷ௠,௧

ሺଷሻ ቁ ݔ3݉݊݅ݏ

െ ߙ3 ൤
1
4
ܷ௠
ሺଵሻଶܷ௠

ሺଷሻሺ3 sin݉ݔ െ sin ሻݔ3݉ ൅	
1
4
ܷ௠
ሺଵሻܷ௠

ሺଷሻሺsin ݔ3݉ െ sin݉ݔሻ൨

൅	
ߚ
16

ܷ௠
ሺଵሻହሾ11 sin݉ݔ െ 5 sin ݔ3݉ ൅ sin  ሺ78ܽሻ																																																		ሿݔ5݉

Using (59) for ݊ ൌ ݉, we get 227 

											ܷ௠,௧௧
ሺହሻ ൅	ߠଶ	ܷ௠

ሺହሻ ൌ െ2 ቀܷ௠,௧ఛ
ሺଷሻ ൅ ܷ௠,௧

ሺଷሻቁ െ
ߙ3
4
ቂ3ܷ௠

ሺଵሻଶܷ௠
ሺଷሻ െ	ܷ௠

ሺଵሻଶܷଷ௠
ሺଷሻቃ ൅

ߚ11
16

ܷ௠
ሺଵሻହ				ሺ78ܾሻ 

																					ܷ௠
ሺହሻሺ0, 0ሻ ൌ 0, 		ܷ௠,௧

ሺହሻሺ0, 0ሻ 	൅	 		ܷ௠,ఛ
ሺଷሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																			ሺ78ܿሻ	 

whereas for ݊ ൌ 3݉, we get 228 

 														ܷଷ௠,௧௧
ሺହሻ ൅	߱ଶ	ܷଷ௠

ሺହሻ ൌ െ2 ቀܷଷ௠,௧ఛ
ሺଷሻ ൅ ܷଷ௠,௧

ሺଷሻ ቁ െ	
ହఉ

ଵ଺
ܷ௠
ሺଵሻହ																																																					ሺ78݀ሻ 229 

																					ܷଷ௠
ሺହሻሺ0, 0ሻ ൌ 0, 		ܷଷ௠,௧

ሺହሻ ሺ0, 0ሻ 	൅	 		ܷଷ௠,ఛ
ሺଷሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																ሺ78݁ሻ	 

For ݊ ൌ 5݉, we get 230 

														ܷହ௠,௧௧
ሺହሻ ൅	߮ଶ	ܷହ௠

ሺହሻ ൌ 	
ߚ
16

ܷ௠
ሺଵሻହ																																																																																																	ሺ78݂ሻ	 

																					ܷହ௠
ሺହሻሺ0, 0ሻ ൌ 0, 		ܷହ௠,௧

ሺହሻ ሺ0, 0ሻ 	ൌ 0																																																																												ሺ78݃ሻ	 

where, 231 

																		߮ଶ ൌ ሺ625݉ସ െ 50݉ଶߣ ൅ 1ሻ ൐ 0	 ⩝ ݉.																																																																											ሺ78݄ሻ	 

After substituting into (78b), using (75a – o) and (76a – d), and ensuring a uniformly valid solution in t by 232 

equating to zero the coefficients of cos and sin ݐߠ we get, for the coefficient of cos ,ݐߠ  233 ,ݐߠ

ଵଶߚ																	
ᇱ ൅ ଵଶߚ	 ൌ ଵߩ						,ଵሺ߬ሻߩ	 ൌ

1
ߠ2

൤ߙ ൬
3
4
ଷ଻ݎ െ

ଶ଺ݎ9
4
൰ ൅

ݎ଼ߚ11
16

൨																																					ሺ79ܽሻ		 

and for sin  we get       234 ,ݐߠ

ଵଶߙ																	
ᇱ ൅	ߙଵଶ ൌ ,ଶሺ߬ሻߩ	 ଶߩ								 ൌ

1
ߠ2

൤
ߙ
4
ሺ9ݎଶ଻ െ ଷ଼ሻݎ3 െ

ଽݎߚ11
16

൨																																		ሺ79ܾሻ 
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The solutions of (79a, b) are 235 

ଵଶߚ																		 ൌ ݁ିఛ ቈන ݁௦
ఛ

଴
ଵଶߙ					,቉ݏሻ݀ݏଵሺߩ ൌ ݁ିఛ ቈන ݁௦

ఛ

଴
ݏሻ݀ݏଶሺߩ ൅	ߙଵଶሺ0ሻ቉																						ሺ79ܿሻ 

Meanwhile, it follows from (79a – c) that 236 

ଵଶߚ																	
ᇱ ሺ0ሻ ൌ ,଻ߗହܤ ଵଶߙ								

ᇱ ሺ0ሻ ൌ 	െ
ଷܤߙ483

ଶߠ32
																																																																					ሺ79݀ሻ 

where, 237 

଻ߗ																			 ൌ 	 ൤ߙଶ ൜
ଷߗ3
4

െ	
27,297
ଶߠ256

ൠ െ	
ߚ1155
128

൨																																																																										ሺ79݁ሻ	 

The remaining equation in the substitution into (78b) is 238 

ܷ௠,௧௧
ሺହሻ ൅	ߠଶܷ௠

ሺହሻ ൌ ହ଻ݎ ൅	ݎହ଼ܿݐߠ2ݏ݋ ൅	ݎହଽݐߠ2݊݅ݏ

൅	ݎ଺଴ cos ݐߠ3 ൅	ݎ଺ଵ sin ݐߠ3 ൅	ݎ଺ଶ cos ݐߠ4 ൅	ݎ଺ଷ sin ݐߠ4 ൅	ݎ଺ସ cos ݐߠ5 ൅	ݎ଺ହ sin ݐߠ5

൅ ߠሺݏ݋଺଺ܿݎ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎ଺଻݊݅ݏሺߠ ൅ ߱ሻݐ

൅	ݎ଺଼ cosሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎ଺ଽ sinሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎ଻଴ cosሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎ଻ଵ sinሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ

൅	ݎ଻ଶ cosሺ߱ െ ݐሻߠ2 ൅	ݎ଻ଷ sinሺ߱ െ ݐሻߠ2 ൅	ݎ଻ସ cos߱ݐ ൅	ݎ଻ହ sin߱ݐ																	ሺ80ܽሻ 

where, 239 

ହ଻ݎ																					 ൌ 	 ൤
െ9ݎߙଶହ

4
൅	
ଷ଺ݎߙ3
4

൅	
଻ݎߚ11
16

൨																																																																															ሺ80ܾሻ 

ହ଼ݎ																					 ൌ 	 ൤
െ9ݎߙଶ଼

4
൅	
ଷଽݎߙ3
4

൅	
ଵ଴ݎߚ11
16

൨																																																																															ሺ80ܿሻ 

ହଽݎ																					 ൌ 	 ቈ
ଵݎሺߙ4

ᇱ ൅	ݎଵሻ

ߠ
െ
ଶଽݎߙ9
4

൅	
ସ଴ݎߙ3
4

൅	
ଵଵݎߚ11
16

቉																																																						ሺ80݀ሻ 

଺଴ݎ																					 ൌ 	 ቈ
െ9ߙሺݎସ

ᇱ ൅ ସሻݎ	

ߠ8
െ
ଷ଴ݎߙ9
4

൅	
ସଵݎߙ3
4

൅	
ଵଶݎߚ11
16

቉																																																			ሺ80݁ሻ 

଺ଵݎ																					 ൌ 	 ቈ
െ9ߙሺݎଷ

ᇱ ൅	ݎଷሻ

ߠ8
െ
ଷଵݎߙ9
4

൅	
ସଶݎߙ3
4

൅	
ଵଷݎߚ11
16

቉																																																			ሺ80݂ሻ 

଺ଶݎ																					 ൌ 	 ൤
െ9ݎߙଷଶ

4
൅	
ସଷݎߙ3
4

൅	
ଵସݎߚ11
16

൨																																																																															ሺ80݃ሻ 
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଺ଷݎ																					 ൌ 	 ൤
െ9ݎߙଷଷ

4
൅	
ଵସݎߙ3
4

൅	
ଵହݎߚ11
16

൨																																																																															ሺ80݄ሻ 

଺ସݎ																					 ൌ 	 ൤
െ9ݎߙଷସ

4
൅	
ସହݎߙ3
4

൅	
ଵ଺ݎߚ11
16

൨																																																																															ሺ80݅ሻ 

଺ହݎ																					 ൌ 	 ൤
െ9ݎߙଷହ

4
൅	
ସ଺ݎߙ3
4

൅	
ଵ଻ݎߚ11
16

൨																																																																											ሺ80݆ሻ 

଺଺ݎ																					 ൌ 	
ସ଻ݎߙ3
4

, ଺଻ݎ							 ൌ 	
ସ଼ݎߙ3
4

,								 ଺଼ݎ			 ൌ 	
ସଽݎߙ3
4

																																																			ሺ80݇ሻ 

଺ଽݎ																					 ൌ 	
ଷఈ௥ఱభ
ସ

, ଻଴ݎ							 ൌ 	
ଷఈ௥ఱభ
ସ

,								 ଻ଵݎ			 ൌ 	
ଷఈ௥ఱమ
ସ

																																																									ሺ80݈) 240 

଻ଶݎ																					 ൌ 	
ଷఈ௥రళ
ସ

, ଻ଷݎ							 ൌ 	
ଷఈ௥రఴ
ସ

,								 ଻ସݎ			 ൌ 	
ଷఈ௥రవ
ସ

																																																									ሺ80݉) 241 

଻ହݎ																							 ൌ 	
ହ଺ݎߙ3
4

																																																																																																																								ሺ80݊ሻ 

ହ଻ሺ0ሻݎ																							 ൌ ଼ߗ					,଼ߗହܤ	 ൌ 	 ൤ߙଶ ൬
28107
ଶߠ384

൅	
ଶߗ3
4
൰ ൅	

ߚ693
ଶߠ128

൨																																					ሺ80݋ሻ 

ହ଼ሺ0ሻݎ																						 ൌ ଽߗ					,ଽߗହܤ	 ൌ 	 ൤൬
135
ଶߠ7

൅	
475
ଶߠ128

൅
ହߗ3
4
൰ ൅	

ߚ693
128

൨																																		ሺ80݌ሻ 

ହଽሺ0ሻݎ														 ൌ
െ12ܤߙହ

ߠ
,				 ଺଴ሺ0ሻݎ				 ൌ ଵ଴ߗ				,ଵ଴ߗହܤ	 ൌ ൤ߙଶ ൬

ସߗ3
4

െ	
1215
ଶߠ128

൰ െ
ߚ1375
256

൨						ሺ80ݍሻ 

଺ଵሺ0ሻݎ																	 ൌ
ଷܤߙ9

ߠ16
,				 ଺ଶሺ0ሻݎ				 ൌ ଵଵߗ				,ଵଵߗହܤ	 ൌ ൬

ହߗ3
4

െ	
9

ଶߠ62
൅	
ߚ11
64

൰																					ሺ80ݎሻ 

଺ଷሺ0ሻݎ																	 ൌ ଺ସሺ0ሻݎ								,0 ൌ ଵଶߗ				,ଵଶߗହܤ	 ൌ ൤ߙଶ ൬
27

ଶߠ518
െ

଺ߗ3
ߠ512

	൰ െ
ߚ11
128

൨																ሺ80ݏሻ 

଺ହሺ0ሻݎ																	 ൌ ଺଺ሺ0ሻݎ								,0 ൌ 	
ଵߗହܤଶߙ3

4
,			 ଺଻ሺ0ሻݎ				 ൌ 0																																																								ሺ80ݐሻ 

଺଼ሺ0ሻݎ																		 ൌ 	
ଵߗହܤଶߙ3

4
,			 ଺ଽሺ0ሻݎ				 ൌ 0																																																																																				ሺ80ݑሻ 

଻଴ሺ0ሻݎ																		 ൌ 	
ଵߗହܤଶߙ3

16
,			 ଻ଵሺ0ሻݎ				 ൌ 0, ଻ଶሺ0ሻݎ	 ൌ 	

ଵߗହܤଶߙ3
16

																																			ሺ80ݒሻ	 

଻ଷሺ0ሻݎ																	 ൌ ଻ସሺ0ሻݎ								,0 ൌ 	
ଵߗହܤଶߙ9

4
,			 ଻ହሺ0ሻݎ				 ൌ 0																																																					ሺ80ݓሻ 
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The solution of (80a – z), using (78c) is  242 

ܷ௠
ሺହሻ ൌ ହሺ߬ሻߙ	 cos ݐߠ ൅	ߛହሺ߬ሻ sin ݐߠ ൅	

ହ଻ݎ
ଶߠ

െ
1
ଶߠ3

	ሺݎହ଼ܿݐߠ2ݏ݋ ൅	ݎହଽݐߠ2݊݅ݏሻ

െ	
1
ଶߠ8

ሺݎ଺଴ cos ݐߠ3 ൅	ݎ଺ଵ sin ሻݐߠ3 െ	
1

ଶߠ15
ሺݎ଺ଶ cos ݐߠ4 ൅	ݎ଺ଷ sin ሻݐߠ4

െ
1

ଶߠ15
ሺݎ଺ସ cos ݐߠ5 ൅	ݎ଺ହ sin ሻݐߠ5 െ ቆ

ߠሺݏ݋଺଺ܿݎ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎ଺଻݊݅ݏሺߠ ൅ ߱ሻݐ
߱ሺ߱ ൅ ሻߠ2

ቇ

൅	
ሺݎ଺଼ cosሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎ଺ଽ sinሺߠ െ ߱ሻݐሻ

߱ሺ2ߠ െ ߱ሻ
െ	ቆ

଻଴ݎ cosሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎ଻ଵ sinሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ
ሺ3ߠ ൅ ߱ሻሺߠ ൅ ߱ሻ

ቇ

൅	ቆ
଻ଶݎ cosሺ߱ െ ݐሻߠ2 ൅	ݎ଻ଷ sinሺ߱ െ ݐሻߠ2

ሺ߱ െ ߠሻሺ3ߠ െ ߱ሻ
ቇ ൅ ൬

଻ସݎ	 cos߱ݐ ൅	ݎ଻ହ sin߱ݐ	
ሺߠ ൅ ߱ሻሺߠ െ ߱ሻ

൰					ሺ81ܽሻ 

where, 243 

ହሺ0ሻߙ																				 ൌ
ଵଷߗହܤ
ଶߠ

																																																																																																																				ሺ81ܾሻ 

ଵଷߗ																		 ൌ ൤
ଽߗ
3
െ ଼ߗ ൅	

ଵ଴ߗ
8

൅	
ଵଵߗ
15

൅	
ଵଶߗ
24

൅ ଶߙ3 ൜
ଵߗ

4߱ሺ߱ ൅ ሻߠ2
െ

ଵߗ
4߱ሺ2ߠ െ ߱ሻ

൅	
ଵߗ

16ሺߠ ൅ ߱ሻሺ3ߠ ൅ ߱ሻ
െ

ଵߗ
16ሺ߱ െ ߠሻሺ3ߠ െ ߱ሻ

െ
ଵߗ

2ሺߠ ൅ ߱ሻሺߠ െ ߱ሻ
ൠ൨																																																																																															ሺ81ܿሻ	 

ହሺ0ሻߛ												 ൌ 	
1
ߠ
ቈ
ହଽݎ2
ߠ3

൅
଺ଵݎ2
ߠ8

൅
଺ଷݎ2
ߠ15

൅
଺ହݎ5
ߠ15

൅	
ሺߠ ൅ ߱ሻݎ଺଻
߱ሺ2ߠ ൅ ߱ሻ

െ
ሺߠ െ ߱ሻݎ଺ଽ
߱ሺ2ߠ െ ߱ሻ

൅	
ሺ2ߠ ൅ ߱ሻݎ଻ଵ

ሺ3ߠ ൅ ߱ሻሺߠ ൅ ߱ሻ

െ	
ሺ߱ െ ଻ଷݎሻߠ2

ሺ߱ െ ߠሻሺ3ߠ	 െ ߱ሻ
െ

଻ହݎ߱
ሺߠ ൅ ߱ሻሺߠ െ ߱ሻ

൨ ലఛୀ଴

൅	
1
ߠ
ቈെߙଵଶ

ᇱ ሺ0ሻ ൅ ߙ3 ቊ
଴ݎ
ᇱ

ଶߠ
െ

ଵݎ
ᇱ

ଶߠ3
െ

ଷݎ
ᇱ

ଶߠ8
ቋ቉ ലఛୀ଴																																																			ሺ81݀ሻ 

We next substitute into (78d) and ensure a uniformly valid solution by equating to zero the coefficients 244 

of cos߱ݐ and sin߱ݐ and get respectively 245 

ଷߚ																			
ᇱ ൅	ߚଷ ൌ 	െ

ହହݎߙ3
8߱

ଷߙ		݀݊ܽ	
ᇱ ൅	ߙଷ ൌ 	

ହ଺ݎߙ3
8߱

																																																														ሺ82ܽ, ܾሻ 

On solving (82a, b), the result gives 246 
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ଷሺ߬ሻߚ																		 ൌ 	 ݁ିఛ ቈ
െ3ߙ
8߱

න ݏହହ݁௦݀ݎ ൅	ߚଷሺ0ሻ
ఛ

଴
቉																																																																								ሺ82ܿሻ	 

ଷሺ߬ሻߙ																		 ൌ 	 ݁ିఛ ቈ
ߙ3
8߱

න ݁௦ݎହ଺݀ݏ
ఛ

଴
቉																																																																																											ሺ82݀ሻ	 

The remaining equation in the substitution into (78d) is 247 

																	ܷଷ௠,௧௧
ሺହሻ ൅ 	߱ଶܷଷ௠

ሺହሻ ൌ ଻଺ݎ ൅	ݎ଻ଽܿݐߠݏ݋ ൅	 ݎ଼ ଴ݐߠ݊݅ݏ ൅	 ݎ଼ ଵ cos ݐߠ2 ൅	 ݎ଼ ଶ sin ݐߠ2 ൅	 ݎ଼ ଷ cos ݐߠ3 ൅248 

ݎ଼	 ସ sin ݐߠ3 ൅	 ݎ଼ ହ cos ݐߠ4 ൅	 ݎ଼ ଺ sin ݐߠ4 ൅ ݎ଼ ଻ cos ݐߠ5 ൅	 ݎ଼ ଼ sin ݐߠ5 ൅ ݎ଼ ଽܿݏ݋ሺߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎଽ଴݊݅ݏሺߠ ൅249 

߱ሻݐ ൅	ݎଽଵcosሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎଽଶ sinሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎଽଷ cosሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎଽସ sinሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎଽହ cosሺ߱ െ250 

ݐሻߠ2 ൅	ݎଽ଺ sinሺ߱ െ ݐሻߠ2 																																																																																																																					ሺ83ܽሻ  251 

 																		ܷଷ௠
ሺହሻሺ0, 0ሻ ൌ 0,					ܷଷ௠,௧

ሺହሻ ሺ0, 0ሻ ൅	ܷଷ௠,ఛ
ሺହሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																								ሺ83ܾሻ 252 

where, 253 

଻଺ݎ																						 ൌ 	
ଶହݎߙ3
4

െ ଷ଺ݎ െ	
଻ݎߚ5
16

																																																																																										ሺ83ܿሻ 

଻ଽݎ																					 ൌ 	 ቈ
െ2ߠሺݎ଺

ᇱ ൅ ߙ଺ሻݎ	
߱ଶ െ ଶߠ

൅	
ଶ଺ݎߙ3
4

	െ
ଷ଻ݎߙ3
4

െ	
ݎ଼ߚ15
16

቉																																											ሺ83݀ሻ 

ݎ଼																					 ଴ ൌ 	 ቈ
ହݎሺߠ2

ᇱ ൅	ݎହሻߙ
߱ଶ െ ଶߠ

൅	
ଶ଻ݎߙ3
4

	െ
ଷ଼ݎߙ3
4

െ	
ଽݎߚ5
16

቉																																																	ሺ83݁ሻ	 

ݎ଼																					 ଵ ൌ 	 ቈ
ଶݎሺߠ4

ᇱ ൅	ݎଶሻߙ
߱ଶ െ ଶߠ

൅	
ଶ଼ݎߙ3
4

	െ
ଷଽݎߙ3
4

െ	
ଵ଴ݎߚ5
16

቉																																															ሺ83݁ሻ	 

ݎ଼																					 ଶ ൌ 	 ቈ
ଵݎሺߠ4

ᇱ ൅	ݎଵሻߙ
߱ଶ െ ଶߠ4

൅	
ଶଽݎߙ3
4

	െ
ସ଴ݎߙ3
4

െ	
ଵଵݎߚ5
16

቉																																																ሺ83݃ሻ	 

ݎ଼																				 ଷ ൌ 	 ቈ
ସݎሺߠ6

ᇱ ൅	ݎସሻߙ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅	
ଷ଴ݎߙ3
4

	െ
ସଵݎߙ3
4

െ	
ଵଶݎߚ5
16

቉																																																	ሺ83݄ሻ	 

ݎ଼																				 ସ ൌ 	 ቈ
ଷݎሺߠ6

ᇱ ൅	ݎଷሻߙ
߱ଶ െ ଶߠ9

൅	
ଷଵݎߙ3
4

	െ
ସଶݎߙ3
4

െ	
ଵଷݎߚ5
16

቉																																																	ሺ83݅ሻ	 

ݎ଼																				 ହ ൌ 	 ൤	
ଷଶݎߙ3
4

	െ
ସଷݎߙ3
4

െ	
ଵସݎߚ5
16

൨																																																																																ሺ83݆ሻ	 
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ݎ଼																				 ଺ ൌ 	 ൤	
ଷଷݎߙ3
4

	െ
ସସݎߙ3
4

െ	
ଵହݎߚ5
16

൨																																																																																ሺ83݇ሻ	 

ݎ଼																				 ଻ ൌ 	 ൤	
ଷସݎߙ3
4

	െ
ସହݎߙ3
4

െ	
ଵ଺ݎߚ5
16

൨																																																																																ሺ83݈ሻ	 

ݎ଼																				 ଼ ൌ 	 ൤	
ଷହݎߙ3
4

	െ
ସ଺ݎߙ3
4

െ	
ଵ଻ݎߚ5
16

൨																																																																															ሺ83݉ሻ	 

ݎ଼																				 ଽ ൌ 	 ൤	
െ3ݎߙସ଻

4
	൨,										ݎଽ଴ ൌ ൤െ

ସ଼ݎߙ3
4

൨																																																																						ሺ83݋ሻ 

ଽଵݎ																				 ൌ 	 ൤	
െ3ݎߙସଽ

4
	൨,										ݎଽଶ ൌ ൤െ

ହ଴ݎߙ3
4

൨																																																																						ሺ83݌ሻ 

ଽଷݎ																		 ൌ 	
െ3ݎߙହଵ

4
ଽସݎ					, ൌ െ

ହଶݎߙ3
4

ଽହݎ				, ൌ െ
ହଷݎߙ3
4

, ଽ଺ݎ ൌ െ
ହସݎߙ3
4

																	ሺ83ݍሻ 

where, 254 

଻଺ሺ0ሻݎ																					 ൌ ଵସߗ					,ଵସߗହܤ	 ൌ 	 ൤
ߙ3123
ଶߠ128

൅ ଶߗߙ	 ൅	
ߚ315
128

൨																																													ሺ83ݎሻ 

଻ଽሺ0ሻݎ																			 ൌ ଵଽߗ					,ଵଽߗହܤ	 ൌ 	 ቈ
ଶߙ18198

ଶߠ512
ൌ 	

ଶߙ675

16ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ
െ
ଷߗ3
4
቉																													ሺ83ݏሻ 

ݎ଼																	 ଴ሺ0ሻ ൌ ଶ଴ߗ								,ଶ଴ߗଷܤ ൌ
ߙߠ3

ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ
																																																																											ሺ83ݐሻ 

ݎ଼																	 ଵሺ0ሻ ൌ ଶଵߗ							,ଶଵߗହܤ ൌ െ ൤ߙଶ ൬
135

2ሺ߱ଶ െ ଶሻߠ4
െ
99
ଶߠ8

൅
ସߗ3
4
	൰ ൅

ߚ125
64

൨												ሺ83ݑሻ 

ݎ଼																	 ଶሺ0ሻ ൌ ଶଶߗ								,ଶଶߗଷܤ ൌ െ൬
ߙߠ12

߱ଶ െ ଶߠ4
൰																																																																					ሺ83ݒሻ 

ݎ଼																	 ଷሺ0ሻ ൌ ଶଷߗ				,ଶଷߗହܤ ൌ െ ൤ߙଶ ൬
405

8ሺ߱ଶ െ ଶܤଶሻߠ9
൅

243
ଶߠ512

െ
ସߗ3
4
	൰ ൅

ߚ625
256

൨						ሺ83ݓሻ 

ݎ଼																	 ସሺ0ሻ ൌ ଶସߗ								,ଶସߗଷܤ ൌ െ൬
ߙߠ3

߱ଶ െ ଶߠ9
൰																																																																						ሺ83ݔሻ 

ݎ଼																	 ହሺ0ሻ ൌ ଶହߗ				,ଶହߗହܤ ൌ ൤ߙଶ ൬
63

ଶߠ128
െ
ହߗ3
4
	൰ െ

ߚ25
64

൨																																															ሺ83ݕሻ 
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ݎ଼															 ଺ሺ0ሻ ൌ ݎ଼								,0 ଻ሺ0ሻ ൌ ଶ଺ߗ				,ଶ଺ߗହܤ	 ൌ ൤ߙଶ ൬
9

ଶߠ512
൅
଺ߗ3
4
	൰ ൅

ߚ5
128

൨																			ሺ83ݖሻ 

ݎ଼															 ଼ሺ0ሻ ൌ ݎ଼								,0 ଽሺ0ሻ ൌ ଶ଻ߗ				,ଶ଻ߗହܤ	 ൌ 	
െ3ߙଶߗଵ

4
																																																				ሺ84ܽሻ 

ଽ଴ሺ0ሻݎ															 ൌ ଽଵሺ0ሻݎ								,0 ൌ ଶ଼ߗ				,ଶ଼ߗହܤ	 ൌ 	
െ3ߙଶߗଵ

4
, ଽଶሺ0ሻݎ				 ൌ 	0																	ሺ84ܾሻ 

ଽଷሺ0ሻݎ															 ൌ ଶଽߗ				,ଶଽߗହܤ	 ൌ 	
ଵߗଶߙ3
16

, ଽସሺ0ሻݎ				 ൌ 0																																																			ሺ84ܿሻ 

ଽହሺ0ሻݎ															 ൌ ଷ଴ߗ				,ଷ଴ߗହܤ					0 ൌ 	
ଵߗଶߙ3
16

, ଽ଺ሺ0ሻݎ				 ൌ 	0																																											ሺ84݀ሻ 

In evaluating the above, we have used the fact that 255 

ଷߙ																		
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 	െߙଷሺ0ሻ ൌ ଷߚ					;ଵߗଷܤߙ	

ᇱሺ0ሻ ൌ 		
ଵߗହܤଶߙ9
16߱

																																																			ሺ84݁ሻ 

The solution of (83a, b) is 256 

ܷଷ௠
ሺହሻ ൌ ଺ሺ߬ሻߙ cos߱ݐ ൅	ߛ଺ሺ߬ሻ sin߱ݐ ൅	൬

1
߱ଶെߠଶ

൰ ሺݎ଻ଽܿݐߠݏ݋ ൅	 ݎ଼ ଴ݐߠ݊݅ݏሻ

൅	൬
1

߱ଶെ4ߠଶ
൰ ሺ଼ݎ ଷ cos ݐߠ3 ൅	 ݎ଼ ସ sin ሻݐߠ3 ൅	൬

1
߱ଶെ16ߠଶ

൰ ሺ଼ݎ ହ cos ݐߠ4 ൅	 ݎ଼ ଺ sin ሻݐߠ4

൅ ൬
1

߱ଶെ25ߠଶ
൰ ሺ଼ݎ ଻ cos ݐߠ5 ൅	 ݎ଼ ଼ sin ሻݐߠ5

൅ ൬
1

ሺ2߱ߠ ൅ ሻߠ
൰ ሺ଼ݎ ଽܿݏ݋ሺߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎଽ଴݊݅ݏሺߠ ൅ ߱ሻݐሻ

൅	൬
1

ሺ2߱ߠ ൅ ሻߠ
൰ ሺݎଽଵcosሺߠ െ ߱ሻݐ ൅	ݎଽଶ sinሺߠ െ ߱ሻݐ 	ሻ

െ ൬
1

ߠሺߠ4 ൅ ߱ሻ
൰	ሺݎଽଷ cosሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐ ൅	ݎଽସ sinሺ2ߠ ൅ ߱ሻݐሻ

൅	൬
1

ሺ߱ߠ4 െ ሻߠ
൰ ሺݎଽହ cosሺ߱ െ ݐሻߠ2 ൅	ݎଽ଺ sinሺ߱ െ  	ሺ85ܽሻ																												ሻݐሻߠ2

where, 257 

଺ሺ0ሻߙ																 ൌ  ሺ85ܾሻ																																																																																																																						ଷଵߗହܤ	
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ଷଵߗ								 ൌ 	െ ൤
ଷଵߗ

߱ଶെߠଶ
൅

ଶଵߗ
߱ଶെ4ߠଶ

൅	
ଶଷߗ

߱ଶെ9ߠଶ
൅	

ଶହߗ
߱ଶെ16ߠଶ

൅	
ଶ଺ߗ

߱ଶെ25ߠଶ
െ

ଶ଻ߗ
ሺ2߱ߠ ൅ ሻߠ

൅	
ଶ଼ߗ

ሺ2߱ߠ െ ሻߠ

െ
ଶଽߗ

ߠሺߠ4 ൅ ߱ሻ
൅	

ଷ଴ߗ
ሺ߱ߠ4 െ ሻߠ

൨																																																																																		ሺ85ܿሻ 

The determination of ߛ଺ሺ0ሻ follows from using  258 

																		ܷଷ௠,௧
ሺହሻ ሺ0, 0ሻ ൅	ܷଷ௠,ఛ

ሺଷሻ ሺ0, 0ሻ ൌ 0																																																																																							ሺ85݀ሻ 

Here, 259 

																			ܷଷ௠,ఛ
ሺଷሻ ሺ0, 0ሻ ൌ  ሺ85݁ሻ																																																																																																								ଷଶߗଷܤ

ଷଶߗ																	 ൌ 	 ൤ߗଵ ൅	൜െ
6
߱ଶ ൅

21
4ሺ߱ଶെߠଶሻ

െ
6

߱ଶെ4ߠଶ
൅	

3
4ሺ߱ଶെ9ߠଶሻ

ൠ൨																											ሺ85݂ሻ 

												∴ ଺ሺ0ሻߛ				 ൌ  ሺ85݃ሻ																																																																																																																	ଷଷߗଷܤ	

ଷଷߗ																	 ൌ െ
1
߱
൤
ଶ଴ߗߠ
߱ଶെߠଶ

൅
ߠ2

߱ଶെ4ߠଶ
൅

ߠ3
߱ଶെ9ߠଶ

൅  	ሺ85݄ሻ																																																			ଷଶ൨ߗ

Now, simplifying (78f), we have 260 

			ܷହ௠,௧௧
ሺହሻ ൅	߮ଶܷହ௠

ሺହሻ ൌ 	
ߚ
16

ቀܷ௠
ሺଵሻቁ

ହ
																																																																																																					 

																											ൌ
ߚ
16

ሾݎ଻ ൅	 ݎ଼ ݐߠݏ݋ܿ ൅	ݎଽݐߠ݊݅ݏ ൅	ݎଵ଴ cos ݐߠ2 ൅	ݎଵଵ sin ݐߠ2 ൅	ݎଵଶ cos ݐߠ3 ൅	ݎଵଷ sin ݐߠ3

൅	ݎଵସ cos ݐߠ4 ൅	ݎଵହ sin ݐߠ4 ൅ ଵ଺ݎ cos ݐߠ5 ൅	 ଵ଻ݎ sin  ሺ86ܽሻ																												ሿݐߠ5

																		ܷହ௠
ሺହሻሺ0, 0ሻ ൌ 	ܷହ௠,௧

ሺହሻ ൌ 0																																																																																																						ሺ86ܾሻ	 

The solution of (86a, b) is  261 

																		ܷହ௠
ሺହሻ ൌ ଻ߙ	 cos߮ݐ ൅	ߛ଻ sin߮ݐ

൅	
ߚ
16

൤
଻ݎ
߮ଶ

൅	൬
1

߮ଶെߠଶ
൰ ሺ଼ݎ ݐߠݏ݋ܿ ൅	ݎଽݐߠ݊݅ݏሻ ൅	൬

1
߮ଶെ4ߠଶ

൰ ሺݎଵ଴ cos ݐߠ2 ൅	ݎଵଵ sin ሻݐߠ2

൅	൬
1

߮ଶെ9ߠଶ
൰ ሺݎଵଶ cos ݐߠ3 ൅	ݎଵଷ sin ሻݐߠ3 ൅	൬

1
߮ଶെ16ߠଶ

൰ ሺݎଵସ cos ݐߠ4 ൅	ݎଵହ sin ሻݐߠ4

൅	൬
1

߮ଶെ25ߠଶ
൰ ሺݎଵସ cos ݐߠ5 ൅	ݎଵହ sin  ሺ87ܽሻ																																																			ሻ൨ݐߠ5
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଻ሺ0ሻߙ																	 ൌ ଷ଴ߗହܤ
ሺଵሻ,						ߛ଻ሺ0ሻ ൌ 0																																																																																										ሺ87ܾሻ 

where,  262 

ଷ଴ߗ																		
ሺଵሻ ൌ 	െ

ߚ
16

൤
63
8߮ଶ

െ
105

8ሺ߮ଶെߠଶሻ
൅

25
4ሺ߮ଶെ4ߠଶሻ

െ
125

16ሺ߮ଶെ9ߠଶሻ
൅

5
4ሺ߮ଶെ16ߠଶሻ

െ
1

8ሺ߮ଶെ25ߠଶሻ
൨																																																																																																	ሺ87ܿሻ 

The determination of ܷ௠
ሺସሻ

 and ܷଷ௠
ሺସሻ

 in full will automatically depend on ܷ௠
ሺଶሻ

 which vanishes as in (73c). 263 

Hence, we conclude that 264 

																			ܷሺସሻ ൌ 	ܷ௠
ሺସሻ ൌ 	ܷଷ௠

ሺସሻ ≡ 0 

Thus, the buckling mode takes the form 265 

								ܷሺݔ, ,ݐ ߬, ߳ሻ ൌ 	ܷ߳௠
ሺଵሻݔ݉݊݅ݏ ൅	߳ଷ ቀܷ௠

ሺଷሻݔ݉݊݅ݏ ൅	ܷଷ௠
ሺଷሻݔ3݉݊݅ݏቁ

൅	߳ହ ቀܷ௠
ሺହሻݔ݉݊݅ݏ ൅	ܷଷ௠

ሺହሻݔ3݉݊݅ݏ ൅	ܷହ௠
ሺହሻݔ5݉݊݅ݏቁ ൅⋯																												ሺ88ሻ 

7.  DYNAMIC BUCKLING LOAD 266 

According to Amazigo [18], the dynamic buckling load ߣ஽ is obtained through the maximization 267 

																		
ߣ݀
ܷ݀௔

ൌ 0																																																																																																																																		ሺ89ሻ 

where  ܷ௔ is the maximum displacement . The dynamic buckling load is the largest value of the load 268 

parameter for the solution to be bounded. The onus on us now is to first determine ܷ௔ subsequent 269 

upon which (89) shall be invoked to determine the value of ߣ஽. The conditions for the maximum ܷ௔ are  270 

																			 ,ܷ௫ ൌ 0,							 ,ܷ௧ ൅ 	߳ଶ ,ܷఛ ൌ 0																																																																																														ሺ90ܽ, ܾሻ 

We see from (89) that the least nontrivial value of ݔ ൌ , for ܷ௫	௔ݔ	 ൌ 0 is  271 

௔ݔ																							 	ൌ 	
గ

ଶ௠
 . 272 

Thus, from (89), we have 273 

																					ܷሺݔ௔, ,ݐ ߬, ߳ሻ ൌ 	ܷ߳௠
ሺଵሻ ൅	߳ଷ ቀܷ௠

ሺଷሻ െ	ܷଷ௠
ሺଷሻቁ ൅ ߳ହ ቀܷ௠

ሺହሻ െ	ܷଷ௠
ሺହሻ ൅	ܷହ௠

ሺହሻቁ ൅ ⋯							ሺ91ሻ  274 
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Let the values of t and ߬ at maximum displacement be ݐ௔ and ߬௔ respectively and  275 

௔ݐ																				 ൌ 	 ଴ݐ
ሺଵሻ ൅ ߳ଶݐଶ

ሺଵሻ ൅	߳ସݐସ
ሺଵሻ ൅ ⋯												 

																				߬௔ ൌ ߳ଶݐ௔ ൌ ߳ଶ 	ቀݐ଴
ሺଵሻ ൅ ߳ଶݐଶ

ሺଵሻ ൅	߳ସݐସ
ሺଵሻ ൅ ⋯ቁ												 

The results will be given in two separate levels of approximations, first, by taking all the buckling modes 276 

in the shape of imperfection and secondly, by taking the buckling modes in the combined shapes of 277 

sin݉ݔ and sin  278 .ݔ3݉

7.1  DYNAMIC BUCKLING LOAD FOR MODES IN THE SHAPE OF IMPERFECTION 279 

In this case, (91) becomes 280 

																		ܷ ൌ 	ܷ߳௠
ሺଵሻ ൅	߳ଷܷ௠

ሺଵሻ ൅	߳ହܷ௠
ሺଵሻ ൅ ⋯																																																																										ሺ92ܽሻ	 

By substituting (92a) into (90b) and equating coefficients of ߳, we get 281 

																		ܱሺ߳ሻ:		ܷ௠,௧
ሺଵሻ ቀݐ଴

ሺଵሻ, 0ቁ ൌ 0																																																																																																ሺ92ܾሻ		

																		ܱሺ߳ଶሻ:		ݐଶ
ሺଵሻܷ௠,௧௧

ሺଵሻ ൅ ܷ௠,ఛ
ሺଵሻ 	ൌ 0																																																																																							ሺ92ܿሻ	 

etc. 282 

where, (92b, c) are evaluated at ቀݐ଴
ሺଵሻ, 0ቁ. From (92b), we get, ݐ଴

ሺଵሻ ൌ 	
గ

ఏ
 and from (92c), we get 283 

ଶݐ																	
ሺଵሻ ൌ 	

1
ଶߠ

 

After evaluating (92a) at maximum value, we have the non – vanishing terms as 284 

ܷ௔ ൌ 	 ൤ܷ߳௠
ሺଵሻ ൅	߳ଷ ቀݐ଴

ሺଵሻܷ௠,ఛ
ሺଵሻ ൅ 	ܷ௠

ሺଷሻቁ

൅	߳ହ ൬ݐଶ
ሺଵሻܷ௠,ఛ

ሺଵሻ ൅
1
2
ଶݐ	
ሺଵሻଶܷ௠,௧௧

ሺଵሻ ൅	
1
2
଴ݐ	
ሺଵሻଶܷ௠,ఛఛ

ሺଵሻ ൅	ܷ௠,ఛ
ሺଷሻ ൅	ܷ௠

ሺହሻ൰൨ ല
ቀ௧బ
ሺభሻ,଴ቁ

൅ ⋯			ሺ93ܽሻ 

On simplifying (93a) we get 285 

																	ܷ௔ ൌ 	݃ଵ߳ ൅	݃ଶ߳ଷ ൅	݃ଷ߳ହ ൅ ⋯																																																																																					ሺ93ܾሻ 

where, 286 
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																݃ଵ ൌ ଶ݃									,ܤ2 ൌ 	
െ18ܤଷܳସ଴

ଶߠ
,											ܳସ଴ ൌ 	 ൬1 ൅	

ߠߨ
ଶܤߙ8

൰																																								ሺ93ܿሻ 

																݃ଷ ൌ 	
ଷ଼ܳସଵߗହܤ2

ଶߠ
,																																																																																																																	ሺ93݀ሻ 

																ܳସଵ ൌ 	 ቈ1 ൅	ቆ
ଶߠ

ହܤଷ଼ߗ25
ቇ ቊቀ

ߨ
ߠ
ቁ
ଶ
ቆ
ܤ െ ହܤଶߙ2025

ଶߠ128
ቇ ൅	ቀ

ߨ
ߠ
ቁ ቆ
ଷܤߙ27

ଶߠ
ቇቋ቉																	ሺ94ܽሻ 

and 287 

ଷ଼ߗ																 ൌ ൦଼ߗ െ
ଽߗ
3
െ	
ଵߗ
5

െ	
ଶߙଶߠ

2
൞ቐ

ଵߗ3
4߱ሺݓ ൅ ሻߠ2

൅	
ଵߗ3

4߱ሺ2ߠ െ ሻݓ
൅ ଵߗ3 ቐ

1 ൅ cos ቀ
߱ߨ
ߠ ቁ

16ሺ3ߠ ൅ ߠሻሺݓ ൅ ሻݓ
ቑ

െ
ଵߗ3 ቄ1 ൅ cos ቀ

߱ߨ
ߠ ቁቅ

16ሺ߱ െ ߠሻሺ3ߠ െ ሻݓ
െ
ଵߗ9 ቄ1 ൅ cos ቀ

߱ߨ
ߠ ቁቅ

16ሺߠ ൅ ߱ሻሺߠ െ ሻݓ
ቑൢ൪																																								ሺ94ܾሻ 

Since the series (93b) does not converge when ܷ௔ ൐ ܷ௔஽, where ܷ௔஽ is the critical displacement at 288 

dynamic buckling, we, as in [18], have to reverse (93b) in the form 289 

																			߳ ൌ 	 ݈ଵܷ௔ ൅	 ݈ଶܷ௔ଷ ൅	 ݈ଷܷ௔ହ ൅ ⋯																																																																																				ሺ95ܽሻ 

By substituting in (95a) for ܷ௔ from (93b), and equating the coefficients of powers of ߳, we have 290 

																		݈ଵ ൌ 	
ଵ

௚భ
ൌ 	

ଵ

ଶ஻
,						 ݈ଶ ൌ 	െ

௚మ
௚భ
ర ൌ 	

ଽఈொరబ
଼஻

    291 

																		݈ଷ ൌ
3݃ଶ

ଶ െ ݃ଵ݃ଷ
݃ଵ
଻ ൌ െ

݃ଵ݃ଷ
݃ଵ
଻ ቆ1 െ

3݃ଶ
ଶ

݃ଵ݃ଷ
ቇ ൌ െ

݃ଷ
݃ଵ
଺ ቆ1 െ

3݃ଶ
ଶ

݃ଵ݃ଷ
ቇ ൌ െ

ଷ଼ܳସଵܳସଶߗ
ଶߠܤ16

 

where, 292 

																			ܳସଶ ൌ ቆ1 െ
ଶܳସ଴ߙ243

ଶ

ଷ଼ܳସଵߗ
ቇ	 

In order to determine the dynamic buckling load ߣ஽, we now carry out the maximization (89) using (95a) 293 

to get 294 
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																				݈ଵ ൅	3݈ଶܷ௔஽
ଶ ൅ 	5݈ଷܷ௔஽

ସ ൌ 0																																																																																												ሺ95ܾሻ 

Where,  ܷ௔஽ = ܷ௔ሺߣ஽ሻ.This yields 295 

																							ܷ௔஽
ଶ ൌ 	

27
5
൮

൬െ
ଶߠ
ߙ ൰

ଷ଼ܳସଵܳସଶߗ
൲ ቎െ1 െ ඨ1 ൅	

ଷ଼ܳସଵܳସଶߗ2
ሺ9ܳߠߙସ଴ሻଶ

቏ 

 																						∴ 			 ܷ௔஽ ൌ 	ට
ଶ଻

ହ
ඨ ൬ି

ഇమ

ഀ
൰

ఆయఴொరభொరమ
൤െ1 െ ට1 ൅	

ଶఆయఴொరభொరమ
ሺଽఈఏொరబሻమ

൨

భ
మ
																																							ሺ95ܿሻ 296 

To determine the dynamic buckling load ߣ஽, we evaluate (95a) at dynamic buckling condition where 297 

ܷ௔ ൌ ܷ௔஽ . Next, we multiply it by 5. By making 5݈ଷܷ௔஽
ସ  the subject in (95b) and substituting same in 298 

(95a), (as multiplied by 5) and simplifying, we get   299 

																		5߳ ൌ 	
2ܷ௔஽
ܤ

ቈ1 ൅	
ସ଴ܷ௔஽ܳߙ9

ଶ

8
቉																																																																																						ሺ95݀ሻ 

On simplifying (95d), we get 300 

																					5݉ଶ തܽ௠߳ߣ஽ ൌ ሺ݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1ሻܷ௔஽ ቈ1 ൅	
ସ଴ܷ௔஽ܳߙ9

ଶ

8
	቉																																	ሺ96ሻ 

It must be stressed that equation (96) is evaluated at ߣ ൌ  ஽. 301ߣ ஽and it is implicit inߣ

7.2  DYNAMIC BUCKLING LOAD IN THE SHAPE OF BOTH ࢔࢏࢙	࢞࢓	and ࢔࢏࢙	૜302 ࢞࢓ 

In this case, (91) becomes 303 

														ܷሺݔ௔, ,ݐ ߬, ߳ሻ ൌ 	ܷ߳௠
ሺଵሻ ൅	߳ଷ ቀܷ௠

ሺଷሻ െ	ܷଷ௠
ሺଷሻቁ ൅ ߳ହ ቀܷ௠

ሺହሻ െ	ܷଷ௠
ሺହሻቁ ൅ ⋯															ሺ97ܽሻ 

Let the values of t and ߬ at maximum displacement of (97a) be ݐ௖  and ߬௖ respectively, where 304 

௖ݐ																		 ൌ 	 ଴ݐ
ሺଶሻ ൅	߳ଶݐଶ

ሺଶሻ ൅	߳ସݐସ
ሺଶሻ ൅ ⋯																																																																												ሺ97ܾሻ 

																		߬௖ ൌ ߳ଶݐ௖ ൌ 	 ߳ଶ ቀݐ଴
ሺଶሻ ൅	߳ଶݐଶ

ሺଶሻ ൅	߳ସݐସ
ሺଶሻ ൅ ⋯ቁ																																																				ሺ97ܿሻ 

By substituting (97b, c) into (90b) and expanding as usual (similar to operations leading to (92b, c)), we 305 

get the non – vanishing terms as 306 
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																		ܱሺ߳ሻ:		ܷ௠,௧
ሺଵሻ ൌ 0																																																																																																														ሺ98ܽሻ		

																		ܱሺ߳ଷሻ:		ݐଶ
ሺଶሻܷ௠,௧௧

ሺଵሻ െ ܷଷ௠,௧
ሺଷሻ ൅ ܷ௠,ఛ

ሺଵሻ 	ൌ 0																																																																					ሺ98ܾሻ 

From (98a), we get 307 

଴ݐ																			
ሺଶሻ ൌ 	

ߨ
ߠ
																																																																																																																												ሺ98ܿሻ 

and from (98b), we get 308 

ଶݐ																						
ሺଶሻ ൌ 	

1
ଶߠ
ሺ1 െ  ሺ98݀ሻ																																																																																															ଷସሻߗଶܤ

ଷସߗ																			 ൌ ߱ߙ ൤
4
߱ଶ െ

15
4ሺ߱ଶെߠଶሻ

൅	
3

ሺ߱ଶെ4ߠଶሻ
െ	

1
4ሺ߱ଶെ9ߠଶሻ

൨ sin ቀ
ߨ߱
ߠ
ቁ 

Now, determining the maximum  ௖ܷ of (97a), using (97b, c) and (98c, d), we get the non – vanishing 309 

terms as 310 

														 ௖ܷ ൌ 	ܷ߳௠
ሺଵሻ ൅	߳ଷ ቀݐ଴

ሺଶሻܷ௠,ఛ
ሺଵሻ ൅	ܷ௠

ሺଷሻ െ	ܷଷ௠
ሺଷሻቁ

൅ ߳ହ ൤ݐଶ
ሺଶሻܷ௠,ఛ

ሺଵሻ ൅ 	
1
2
ଶݐ
ሺଶሻଶܷ௠,௧௧

ሺଵሻ ൅	ݐ଴
ሺଶሻଶܷ௠,ఛఛ

ሺଵሻ ൅ ଶݐ
ሺଶሻ ቀܷ௠

ሺଷሻ െ	ܷଷ௠
ሺଷሻቁ

,௧

൅ ଴ݐ	
ሺଶሻ ቀܷ௠

ሺଷሻ െ	ܷଷ௠
ሺଷሻቁ

,ఛ
൅ 	ቀܷ௠

ሺହሻ െ	ܷଷ௠
ሺହሻቁ൨ ൅ ⋯																																									ሺ99ܽሻ 

where, 311 

																		ܷଷ௠
ሺଷሻ ቀݐ଴

ሺଶሻ, 0ቁ ൌ  ሺ99ܾሻ																																																																																																	ଷହߗଷܤߙ

ଷହߗ ൌ 	 ቎4 ቐ
1 െ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁ

߱ଶ ቑ െ
15 ቄ1 െ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁቅ

4ሺ߱ଶെߠଶ	ሻ
൅	
3 ቄ1 െ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁቅ

ሺ߱ଶെ4ߠଶ	ሻ
െ	
15 ቄ1 െ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁቅ

4ሺ߱ଶെ9ߠଶ	ሻ
቏				ሺ99ܿሻ 

																		ܷଷ௠,௧
ሺଷሻ ቀݐ଴

ሺଶሻ, 0ቁ ൌ  ሺ100ܽሻ																																																																																												ଷ଺ߗହܤ߱ߙ

ଷ଺ߗ																 ൌ 	 ൤
4
߱ଶ െ

15
4ሺ߱ଶെߠଶ	ሻ

൅	
3

ሺ߱ଶെ4ߠଶ	ሻ
െ	

15
4ሺ߱ଶെ9ߠଶ	ሻ

൨ cos ቀ
ߨ߱
ߠ
ቁ																			 

																		ܷ௠,ఛ
ሺଷሻ ቀݐ଴

ሺଶሻ, 0ቁ ൌ
ଷܤߙ27

ଶߠ
,							 		ܷଷ௠,ఛ

ሺଷሻ ቀݐ଴
ሺଶሻ, 0ቁ ൌ  ଷ଻ߗଷܤߙ
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ଷ଻ߗ ൌ 	 ቂߗଵ cos ቀ
ఠగ

ఏ
ቁ ൅ ଷܤଵߗߙ9 sin ቀ

ఠగ

ఏ
ቁ െ 3 ቄ

ଶ

ఠమ ൅
଻

ସሺఠమିఏమ	ሻ
൅	

ଶ

ሺఠమିସఏమ	ሻ
൅ 	

ଵ

ସሺఠమିଽఏమ	ሻ
ቅቃ				ሺ100ܾሻ  312 

																		ܷ௠
ሺହሻ ቀݐ଴

ሺଶሻ	, 0ቁ ൌ
ହܤ2

ଶߠ
 ሺ101ܽሻ																																																																																																		ଷ଼ߗ

ଷ଼ߗ									 ൌ ଼ߗ	 െ	
ଽߗ
3
െ
ଵߗ
5

െ	
ଶߙଶߠ

2
൞ቐ

ଵߗ3
4߱ሺ߱ ൅ ሻߠ2

൅	
ଵߗ3

4߱ሺ2ߠ െ ߱ሻ
൅
ଵߗ3 ቄ1 ൅ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁቅ

16ሺ3ߠ ൅ ߱ሻሺߠ ൅ ߱ሻ
െ
ଵߗ3 ቄ1 ൅ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁቅ

16ሺ3ߠ ൅ ߱ሻሺߠ ൅ ߱ሻ

െ	
ଵߗ9		 ቄ1 ൅ cos ቀ

ߨ߱
ߠ ቁቅ

16ሺߠ ൅ ߱ሻሺߠ െ ߱ሻ
ቋൢ																																																																														ሺ101ܾሻ 

																		ܷଷ௠
ሺହሻ ቀݐ଴

ሺଶሻ	, 0ቁ ൌ  ሺ102ܽሻ																																																																																																			ଷଽߗହܤ

ଷଽߗ ൌ 	 ቈߗଷଽ cos ቀ
ఠగ

ఏ
ቁ ൅	

ఆయయ
஻మ
sin ቀ

ఠగ

ఏ
ቁ െ

ఆభవ
ఠమିఏమ

൅	
ఆమభ

ሺఠమିସఏమ	ሻ
െ 	

ఆమయ
ସሺఠమିଽఏమ	ሻ

൅ 	
ఆమఱ

ସሺఠమିଵ଺ఏమ	ሻ
െ 	

ఆమల
ସሺఠమିଶହఏమ	ሻ

൅313 

ఆమళ ୡ୭ୱቀ
ഘഏ
ഇ
ቁ

ఏሺଶఠାఏሻ
	 ൅	

ఆమఴ ୡ୭ୱቀ
ഘഏ
ഇ
ቁ

ఏሺଶఠିఏሻ
െ	

ఆమవ ୡ୭ୱቀ
ഘഏ
ഇ
ቁ

ସఏሺఏାఠሻ
൅

ఆయబ ୡ୭ୱቀ
ഘഏ
ഇ
ቁ

ସఏሺఠିఏሻ
	൨ 																																																													ሺ102ܾሻ  314 

The maximum  ௖ܷ 	of (99a) is now determined using (98c, d) and (97b, c), to get 315 

௖ܷ ൌ ߳ܤ2 ൅	߳ଷ ൤െ
ߨܤ
ߠ
െ ଷܤߙ ൬

18
ଶߠ

൅	ߗଷହ൰൨

൅ ߳ହ ቎െܤቌݐଶ
ሺଶሻ ൅	

ଶݐଶߠ
ሺଶሻଶ

2
ቍ ൅	

଴ݐ
ሺଶሻଶ

2
ሺܤ െ ହሻܤଶߙ2025 െ ଶݐ

ሺଶሻ߱ܤߙହߗଷ଺

൅	ܤଷݐ଴
ሺଶሻߙ ൬

27
ଶߠ

െ	ߗଷ଻൰ ൅	
ଷ଼ߗହܤ2
ଶߠ

൅	ܤହߗଷ቏																																													ሺ103ܽሻ 

Further simplification of (103a) gives 316 

																													ܷ௖ ൌ ଵݍ߳	
ሺଶሻ ൅ ߳ଷݍଶ

ሺଶሻ ൅ 	߳ହݍଷ
ሺଶሻ																																																																								ሺ103ܾሻ 

ଵݍ																
ሺଶሻ ൌ ଶݍ							,ܤ2

ሺଶሻ ൌ 	
െ18ܤߙଷ

ଶߠ
ܳହ଺																																																																														ሺ103ܿሻ 
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																	ܳହ଺ ൌ 	 ቈ1 ൅	
ଶߠ

ଷܤߙ18
൬
ߨܤ
ߙߠ

൅  ଷହ൰቉ߗߙ

ଷݍ																			
ሺଶሻ ൌ

ଷ଼ܳହ଻ߗହܤ2
ଶߠ

																																																																																																							ሺ103݀ሻ 

										ܳହ଻ ൌ ቎1 ൅
ଶߠ

ଷ଼ߗହܤ2
ቐߗܤଷଽ െ ܤ ൬ݐଶ

ሺଶሻ ൅	
1
2
ଶݐ
ሺଶሻଶߠ൰ ൅

଴ݐ
ሺଶሻଶ

2
	ሺܤ െ ହሻܤଶߙ2025 െ ଶݐ

ሺଶሻܤ߱ߙହߗଷ଺

൅	ݐ଴
ሺଶሻ ቆ

ଷܤߙ27

ଶߠ
െ  ሺ103݁ሻ																																																																										ଷ଻ቇൡ቏ߗହܤߙ

We now reverse the series (103b) by letting  317 

																					߳ ൌ 	݄ଵ ௖ܷ ൅ 	݄ଶ ௖ܷ
ଷ ൅ ݄ଷ ௖ܷ

ହ																																																																																													ሺ104ሻ 

where,  318 

																						݄ଵ ൌ
1

ଵݍ
ሺଶሻ ൌ 	

1
ܤ2

,										݄ଶ ൌ 	
ଶݍ
ሺଶሻ

ଵݍ
ሺଶሻସ

ൌ
ହ଺ܳߙ9
ଶߠܤ8

	 

																						݄ଷ ൌ
ଶݍ
ሺଶሻଶ െ ଵݍ

ሺଶሻݍଷ
ሺଶሻ

ଵݍ
ሺଶሻ଻

ൌ െ
ଶݍ
ሺଶሻ

ଵݍ
ሺଶሻ଺

൭1 െ
ଶݍ3

ሺଶሻ

ଵݍ
ሺଶሻݍଷ

ሺଶሻ൱ ൌ
െߗଷ଼9ܳߙହ଻ܳହ଼

ଶߠܤ32
, 

																					ܳହ଼ ൌ 	 ቈ1 െ
ଶܳହ଺ߙ243

ଶ

ଷ଼ܳହ଻ߗଶߠ
቉					 

The maximization		
ௗఒ

ௗ௎೎
ൌ 0 to obtain the dynamic buckling load ߣ஽ yields, through (104), 319 

																						5݄ଷ ௖ܷ஽
ସ ൅ 3݄ଶ ௖ܷ஽

ଶ ൅ ݄ଵ ൌ 0																																																																																					ሺ105ܽሻ 

where, 	 ௖ܷ஽ ൌ 	 ௖ܷሺߣ஽ሻ and is the value of the displacement at dynamic buckling stage. This yields 320 

																					 ௖ܷ஽
ଶ ൌ 	

െ3݄ଶ േ ඥ9݄ଶ
ଶ െ 20݄ଵ݄ଷ

10݄ଷ
 

																															ൌ 	 ൬
3݄ଶ
10݄ଷ

൰ ቎െ1 േ ඨ1 െ
20݄ଵ݄ଷ
9݄ଶ

ଶ ቏																																																															ሺ105ܾሻ	 
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																															ൌ 	
54
5
൬
ܳହ଺ሺെߙሻ
ଷ଼ܳହ଻ܳହ଼ߗ

൰ ቎െ1 േ ඨ1 ൅
ଷ଼ܳହ଻ܳହ଼ߗଶߠ20
729ሺܳߙହ଺ሻଶ

቏							 

Therefore, we have 321 

																					 ௖ܷ஽ ൌ 	 ൬
54
5
൰

ଵ
ଶ
൬
ܳହ଺ሺെߙሻ
ଷ଼ܳହ଻ܳହ଼ߗ

൰

ଵ
ଶ
቎െ1 േ ቊ1 ൅

ଷ଼ܳହ଻ܳହ଼ߗଶߠ20
729ሺܳߙହ଺ሻଶ

ቋ

ଵ
ଶ
቏

ଵ
ଶ

																						ሺ105ܿሻ 

The dynamic load ߣ஽ in this case is obtained by first multiplying (104) by 5 to get  322 

																			5߳ ൌ 	 ௖ܷሾ5݄ଵ ൅	5݄ଶ ௖ܷ
ଶ ൅ 5݄ଷ ௖ܷ

ସሿ																																																																												ሺ106ܽሻ		 

From (105a) we make 5݄ଷ ௖ܷ
ସ  the subject and substitute same in (106a) and simplify to get  323 

																						5݉ଶ തܽ௠߳ߣ஽ ൌ ሺ݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1ሻ ௖ܷ ቈ1 ൅	
ହ଺ܳߙ9 ௖ܷ

ଶ

ଶߠ8
	቉																																		ሺ106ܾሻ 

Equation (106b) gives an implicit equation for determining the dynamic buckling load ߣ஽ in the case of 324 

buckling modes that are in the shapes of sinmx and sin3mx. 325 

8.  DISCUSSION OF RESULTS 326 

The  results  (41),  (48b),  (96) and  (106b) are all  implicit  in  the  corresponding  load parameters and are 327 

valid  provided  the  parameters  of  asymptotic  expansions  are  really  small  compared  to  unity.  Using 328 

equations (41) and (96) on one hand, and (48b) and (106b) on the other hand, we can easily determine 329 

the mathematical  relationship  between  the  dynamic  buckling  load   ஽ߣ and  the  corresponding  static 330 

buckling load ߣௌ. These are respectively given as 331 

																					൬
஽ߣ
ௌߣ
൰ ൌ

1
4
ቆ
݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1
݉ସ െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1

ቇ
ܷ௔஽
௔ݓ

൦
1 ൅	

ସ଴ܷ௔஽ܳߙ9
ଶ

8

1 െ
௔ଶݓହଵܳߙ3

ଶߠ8

	൪																																										ሺ107ሻ 

																൬
஽ߣ
ௌߣ
൰ ൌ

1
4
ቆ
݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1
݉ସ െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1

ቇ ௖ܷ

௔௖ݓ
൦
1 ൅	

ହ଺ܳߙ9 ௖ܷ
ଶ

8

1 ൅
௔௖ଶݓହଵܳߙ3

ଶߠ8

	൪																																																		ሺ108ሻ 

9.    MAIN RESULTS AND THEIR SIGNIFICANCE 332 
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In this analysis, we have been able to determine the static buckling load of the structure for the case in 333 

which the buckling mode is strictly in the case of imperfection. The result is  334 

																		5߳ ൌ 	
௔ሺ݉ସݓ4 െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1ሻ

݉ଶ തܽ௠ߣௌ
ቈ1 െ

ௌሻߣ௔ଶሺݓߙ3	

ଶߠ8
቉																																																					ሺ109ሻ 

We have also obtained  the static buckling  load  for  the case where  the buckling mode  is partly  in  the 335 

shape of imperfection and partly in the shape of ݔ3݉݊݅ݏ.	The result is  336 

																							5݉ଶ തܽ௠߳ߣௌ ൌ ௔௖ሺ݉ସݓ4 െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1ሻ ቈ1 ൅	
௔௖ଶݓߙ3 ܳହଵ

ଶߠ8
	቉																															ሺ110ሻ 

In the same way, we have obtained the dynamic buckling load of the structure for the case in which the 337 

buckling mode is strictly in the case of imperfection. The result is 338 

																					5݉ଶ തܽ௠߳ߣ஽ ൌ ሺ݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1ሻܷ௔஽ ቈ1 ൅	
ସ଴ܷ௔஽ܳߙ9

ଶ

8
	቉																																	ሺ111ሻ 

Finally, the dynamic buckling  load of the structure for the case  in which the buckling mode  is partly  in 339 

the shape of imperfection and partly in the shape of ݔ3݉݊݅ݏ is 340 

																						5݉ଶ തܽ௠߳ߣ஽ ൌ ሺ݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1ሻ ௖ܷ ቈ1 ൅	
ହ଺ܳߙ9 ௖ܷ

ଶ

ଶߠ8
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Using equations (109) and (111), we relate the dynamic buckling  load to the static buckling  load  in the 341 

case where the buckling mode is strictly in the case of imperfection, as  342 
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In  the  same way, using equations  (110) and  (112), we  relate  the dynamic buckling  load  to  the  static 343 

buckling  load  in the case where the buckling mode  is partly  in the shape of  imperfection and partly  in 344 

the shape of ݔ3݉݊݅ݏ. The result is 345 

																൬
஽ߣ
ௌߣ
൰ ൌ

1
4
ቆ
݉ସ െ 2݉ଶߣ஽ ൅ 1
݉ସ െ 2݉ଶߣௌ ൅ 1

ቇ ௖ܷ

௔௖ݓ
൦
1 ൅	

ହ଺ܳߙ9 ௖ܷ
ଶ

8

1 ൅
௔௖ଶݓହଵܳߙ3

ଶߠ8

	൪																																																		ሺ114ሻ 



 

39 
 

The significance of ሺ113ሻܽ݊݀	ሺ114ሻ is that, given any of ߣ஽ or  ߣௌ, we can find the other value without 346 

the  labour of  repeating  the  same asymptotic and perturbation procedures  for  the  same  imperfection 347 

parameter. 348 

10.      NUMERICAL RESULTS AND GRAPHICAL PLOTS 349 

Numerical	values	and	graphical	plots	of	the	results	were	obtained	using	Q‐Basic	codes	and	350 

the	results	are	hereby	presented	 in	Table1,	Table2,	Table3,	Figure1,	Figure2	and	Figure3	351 

below. 352 

Table  1:  Relationship  between  Imperfection  Parameter   ഥ૚ϵࢇ and  Static  Buckling  Load   ࡿࣅ for 353 

࢓ ൌ ૚, ࢻ ൌ ૚, ࢼ ൌ ૚	ࢊ࢔ࢇ	ࢇഥ૚ ൌ ૙. ૙૚, using modes in the shape of imperfection, as in eqn (41). 354 

Imperfection 
Parameter ࢇഥ૚ϵ 

Static Buckling Load ࡿࣅ 

0.01  0.593423

0.02  0.593421

0.03  0.59342

0.04  0.593419

0.05  0.593418

0.06  0.593417

0.07  0.593416

0.08  0.593415

0.09  0.593414

0.1  0.593413

 355 
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 356 

Figure  1: Graphical  plot  showing  the  relationship  between  Imperfection  Parameter ࢇഥ૚ϵ  and  Static 357 

Buckling Load ࡿࣅ for ࢓ ൌ ૚,ࢻ ൌ ૚, ࢼ ൌ ૚	ࢊ࢔ࢇ	ࢇഥ૚ ൌ ૙. ૙૚, using modes in the shape of imperfection. 358 

Table  2:  Relationship  between  Imperfection  Parameter   ഥ૚ϵࢇ and  Static  Buckling  Load   ࡿࣅ for 359 

࢓ ൌ ૚, ࢻ ൌ ૚, ࢼ ൌ ૚	ࢊ࢔ࢇ	ࢇഥ૚ ൌ ૙. ૙૚,  in the case of modes  in the shapes of combined 360 ࢞࢓ܖܑܛ 

and ܖܑܛ ૜࢞࢓, as in eqn (48b). 361 

Imperfection 
Parameter ࢇഥ૚ϵ 

Static Buckling Load ࡿࣅ 

0.01  0.312078

0.02  0.281438

0.03  0.258314

0.04  0.239293

0.05  0.222829

0.06  0.208059

0.07  0.194414

0.08  0.181451

0.09  0.168739

0.1  0.155691

 362 
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 363 

Figure  2:  Relationship  between  Imperfection  Parameter   ഥ૚ϵࢇ and  Static  Buckling  Load   ࡿࣅ for 364 

࢓ ൌ ૚, ࢻ ൌ ૚, ࢼ ൌ ૚	ࢊ࢔ࢇ	ࢇഥ૚ ൌ ૙. ૙૚,  in the case of modes  in the shapes of combined 365 ࢞࢓ܖܑܛ 

and ܖܑܛ ૜366 .࢞࢓ 

Table 3: Relationship between  Imperfection Parameter ࢇഥ૚ϵ and Dynamic Buckling Load ࡰࣅ for 367 

࢓ ൌ ૚, ࢻ ൌ ૚, ࢼ ൌ ૚	ࢊ࢔ࢇ	ࢇഥ૚ ൌ ૙. ૙૚, using modes in the shape of imperfection, as in eqn (96). 368 

Imperfection Parameter 
 ഥ૚ϵࢇ

Dynamic Buckling Load ࡰࣅ 

0.01 0.250018

0.02 0.142869

0.03 0.100011

0.04 0.076929

0.05 0.062461

0.06 0.052657

0.07 0.045459

0.08 0.040004

0.09 0.035718

0.1 0.032261
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 370 

Figure  3:  Graphical  plot  showing  the  relationship  between  Imperfection  Parameter   ഥ૚ϵࢇ and 371 

Dynamic Buckling Load ࡰࣅ for ࢓ ൌ ૚,ࢻ ൌ ૚, ࢼ ൌ ૚	ࢊ࢔ࢇ	ࢇഥ૚ ൌ ૙. ૙૚, using modes  in the shape 372 

of imperfection. 373 

 374 

 375 

11.   CONCLUSION 376 

In  this paper, we have determined  the static and dynamic buckling  loads of a viscously damped 377 

column  lying  on  a  cubic  –  quintic  nonlinear  elastic  foundation  stressed  by  a  step  load  (in  the 378 

dynamic loading case). All results are asymptotic and implicit in the load parameters. The implicit 379 

nature  of  results  notwithstanding, we  are  able  to  relate  the  dynamic  buckling  load   ஽ߣ to  its 380 

corresponding static equivalent ߣௌ. This shows that  if one of these buckling  loads  is known, then 381 

the other can be obtained easily. Specifically, the following are obtained from the graphical plots: 382 

(a) This static and dynamic buckling loads decrease with increased imperfection, 383 

(b) The  static buckling  load,  for  the  case of buckling modes  in  the  case of  sinmx, appear  to 384 

higher than the corresponding static buckling of the case of buckling modes that are in the 385 

combined shapes of sinmx and sin3mx, 386 
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(c) The dynamic  load  is significantly  lower than the corresponding static buckling  load for the 387 

same imperfection.  388 

 389 
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