
1 
 

Perturbation approach in the dynamic buckling of a model structure with a cubic‐

quintic nonlinearity subjected to an explicitly time dependent slowly varying load  

A.M. Ette1, I. U. Udo‐Akpan2*, J. U. Chukwuchekwa1, A.C. Osuji1 and M.F. Noah1  

1 Department of Mathematics, Federal University of Technology, Owerri, Imo State, Nigeria. 
2 Department of Mathematics and Statistics, University of Port Harcourt, Port Harcourt, Rivers State, 

Nigeria. 
                   *Corresponding author: I.U. Udo‐Akpan, itoroubom@yahoo.com 

 

Abstract: 

This  investigation  is  concerned with  analytically determining  the dynamic buckling  load of  an  imperfect 

cubic‐quintic nonlinear elastic model  structure  struck by an explicitly  time‐dependent but  slowly varying 

load.  Besides,  the  load  is  continuously  decreasing  in  magnitude.  A  multi‐timing  regular  perturbation 

technique in asymptotic procedures is utilized to analyze the problem. The result shows that the dynamic 

buckling  load depends, among other  things, on  the  first derivative of  the  load  function evaluated at  the 

initial  time.  In  the  long  run,  the  dynamic  buckling  load  is  related  to  its  static  equivalent,  and  that 

relationship  is  independent of  the  imperfection parameter. Thus, once any of  the  two buckling  loads  is 

known, then the other can easily be evaluated using this relationship. 

Keywords:  Dynamic  buckling,  perturbation  approach,  multi‐timing  perturbation  technique,  cubic‐
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1. INTRODUCTION 

In a series of  investigations [1‐3], Budiansky and Hutchison extended the original work of Koiter [4, 5] to 

the  case  of  dynamic  buckling.  Using  mass‐spring  model  structure  arrangement,  they  (Budiansky  and 

Hutchison) derived a series of equations of motion characterizing certain nonlinear elastic model structures 

trapped by various types of loading histories. Such loading histories include the step load, rectangular load, 

periodic load as well as impulse load, among others. Except for periodic load which normally results to non‐

autonomous equations of motion, most other  loading histories give rise to autonomous  loading histories, 

where the resultant equations of motion are overtly implicit in the time variable. 

It must however be mentioned that Budiansky and Hutchison [1‐3], named such systems and the resultant 

equations of motion after the degree of nonlinearity of the model structures  investigated. Thus, there  is, 

for instance, the quadratic structure satisfying the equation 

   
ௗమక

ௗ௧మ
 ሺ1 െ ߦሻሻݐሺ݂ߣ  െ ଶߦߙ ൌ ݐ      ,ሻݐሺ݂̅ߦߣ   0           (1a)          

    ሺ0ሻߦ ൌ  
ௗకሺሻ

ௗ௧
ൌ 0                (1b)  

where ߦሺݐሻ is the displacement, ߣ is a nondimensional load amplitude, ݂ሺݐሻ is the loading history, ݐ 

is the time variable, ̅ߦ is the imperfection amplitude while ߙ is the imperfection sensitivity parameter. In 

all quadratic structures, the nonlinearity is quadratic. Budiansky and Hutchison likewise investigated other 

structures  such  as  cubic  structures  (having  cubic nonlinearity), quadratic‐cubic  structures  (with quadric‐

cubic nonlinearity) and so on. In the light of the foregoing, this investigation shall extend the study to the 

case of an imperfect cubic‐quintic nonlinearity elastic model structure (i.e. having cubic‐quintic nonlinear) 
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with  the  sole  aim  of  obtaining  the  dynamic  buckling  load  in  the  case  of  the  structure  trapped  by  an 

explicitly time dependent but slowly‐varying dynamic load that has a continuously decreasing but nonzero 

load amplitude. Other pertinent investigations include the studies by Sadovsky et al. [6] and Bisagni [7]. 

It is to be remarked that investigations into slowly‐varying systems have been the pre‐occupation of many 

researchers. Such  include Kevorkian  [8], Kuzmark  [9], Luke  [10], Kroll et al.  [11] as well Li and Kevorkian 

[12], among others. Such earlier studies were  largely made  in  the context of dynamical, mechanical and 

electrical systems, but not particularly in the landscape of dynamic buckling. To our knowledge, such earlier 

investigations involving explicitly time dependent but slowly‐varying loading systems in a dynamic buckling 

setting, appear to be rare. It is also to be remarked that Askogan and Sofiyev [13] investigated the dynamic 

buckling  load of spherical shells with variable thickness subjected to a  time‐dependent external pressure 

varying as a power function of time, while Kubiak [14], Wooseok [15], Kolakowski [16] and Kowal‐Michalska 

[17] made similar investigations. Mention is also made of studies by Bisagni and Vescovini [18] and Patel et 

al. [19], while Reda and Forbes [20] carried out an investigation into the dynamic effects of lateral buckling 

of high temperature/high pressure offshore pipelines.  

In this analysis, we actually adopt a similar approach as in Ette et al. [21, 22] with minor modifications. In 

[21]  as  well  as  [22],  it  is  assumed  that  the  structure  is  trapped  by  a  step  load  such  that  ݂ሺ1ሻ ൌ 1. 

Furthermore, [22]  is a case of viscously damped  imperfect finite column and the perturbation was  in the 

viscous damping and the imperfection amplitude. 

2. FORMULATION OF THE PROBLEM 

Taking a cue from (1a, b), the relevant equations of motion are 
ௗమక

ௗ௧మ
 ൫1 െ ߦሻ൯ݐଶ̅ߦሺ݂ߣ   ଷߦߙ െ ହߦߚ ൌ ݐ      ,൯ݐଶ̅ߦ൫݂̅ߦߣ   0        (2a) 

             ሺ0ሻߦ ൌ  
ௗకሺሻ

ௗ௧
ൌ 0,     0 ൏ ̅ߦ ≪ 1, 0 ൏ ߣ ൏ 1          (2b) 

where ߙ and ߚ are the  imperfection sensitivity parameters and all other variables are as defined earlier. 

Here the load ݂ሺ̅ߦଶݐሻ is such that  

  ݂ሺ0ሻ ൌ 1,     ห݂ሺ̅ߦଶݐሻห ൏ ݐ     ,1  0               (3) 

In addition, ݂ሺ̅ߦଶݐሻ is a continuously decreasing but slowly‐varying function of time and having right hand 

derivatives of all orders at ݐ ൌ 0, otherwise ݂ሺ̅ߦଶݐሻ  is arbitrary. Our aim then  is to analytically determine 

the dynamic buckling load of the structure subjected to the stipulated load. 

The dynamic buckling load ߣ is defined as the maximum load amplitude for which the solution of (2a, b) 

remains bounded for all time ݐ  0. As in Budiansky and Hutchison [1‐3] and Amazigo [6,7], the condition 

for dynamic buckling is  

   
ௗఒ

ௗకೌ
ൌ 0                      (4) 

 where   ߦ is  the  maximum  displacement.  It  is  then  incumbent  on  us  to  first  obtain  an  asymptotic 

expression of the displacement after which the maximum displacement ߦ is determined. 

3. STATIC BUCKLING LOAD ࡿࣅ 

Because the  intention  is to eventually relate the dynamic buckling  load to the static buckling  load ߣௌ,  it  is 

necessary that ߣௌ be first obtained. 

The relevant equation in this case is obtained by neglecting the inertia term in (2a) and setting ݂൫̅ߦଶݐ൯ ൌ 1, 

while neglecting the initial conditions. This gives 
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     ሺ1 െ ߦሻߣ   ଷߦߙ െ ହߦߚ ൌ  ̅ߦߣ              (5) 

The condition for static buckling, as in [1‐3] and [6,7], is  

   
ௗఒ

ௗక
ൌ 0                    (6a) 

This gives 

    ሺ1 െ ሻߣ   ௌߦߙ3
ଶ െ ௌߦߚ5

ସ ൌ  0              (6b) 

Where   ௌ andߣ  ௌߦ are  the  static  buckling  load  and  the  displacement  at  static  buckling  respectively.  The 

solution of (6b) is 

    ௌߦ
ଶ ൌ

ି ଷఈାඥଽఈమାଶఉሺଵିఒೄሻ

ଵఉ
ൌ

ଷఈሺோభିଵሻ

ଵఉ
            (6c) 

where the positive square root has been taken in (6c), and  

    ܴଵሺߣௌሻ ൌ 1 
ଶሺଵିఒೄሻ

ଽ
ቀ
ఉ

ఈమ
ቁ              (6d) 

      ∴    ௌߦ ൌ ට
ଷ

ଵ
ቀ
ఈ

ఉ
ቁ

భ

మ ሺܴଵ െ 1ሻ
భ

మ              (6e) 

To obtain the static buckling load ߣௌ, the procedure is to first multiply equation (5) by 5 and get  

  ௌሾ5ሺ1ߦ െ ߣௌሻ  ௌߦߙ5
ଶ െ ௌߦߚ5

ସሿ ൌ  ̅ߦௌߣ5             (6f) 

Making 5ߦߚௌ
ସ the subject in (6b) and substituting same in (6f), gives 

    ̅ߦௌߣ5 ൌ ௌሾ2ሺ1ߦ2 െ ߣௌሻ  ௌߦߙ
ଶሿ 

On simplification, this gives  

    ̅ߦௌߣ5 ൌ 2ට
ଷ

ଵ
ቀ
ఈ

ఉ
ቁ

భ

మ ሺܴଵ െ 1ሻ
భ

మሺ1 െ ߣௌሻܴଶ          (6g) 

where 

    ܴଶ ൌ 1 
ଷሺோభିଵሻ

ሺଵି ఒೄሻ
ቀ
ఈమ

ఉ
ቁ                (6h) 

Equations (6g, h) evaluate ߣௌ implicitly. 

4. SOLUTION OF (2a, b) 

Let  

    ߬ ൌ   ݐଶ̅ߦ                 (7a) 

and now assume a time scale ̅ݐ, such that 

   
ௗ௧̅

ௗ௧
ൌ ቀ1 െ ൯ቁݐଶ̅ߦ൫݂ߣ

ଵ/ଶ
ൌ ൫1 െ ሺ߬ሻ൯݂ߣ

ଵ/ଶ
          (7b) 

Further let 

ሻݐሺߦ  ൌ ,̅ݐሺߟ ߬ሻ                  (7c) 

∴   
ௗక

ௗ௧
ൌ

డఎ

డ௧̅

ௗ௧̅

ௗ௧


డఎ

డఛ

ௗఛ

ௗ௧
ൌ ሺ1 െ ሻ݂ߣ

భ

మߟ,௧̅     ఛ,ߟଶ̅ߦ           (7d) 

Here, a subscript following a comma denotes partial differentiation. It follows that 

 
ௗమక

ௗ௧మ
ൌ ሺ1 െ ௧̅௧̅,ߟሻ݂ߣ  ଶሺ1̅ߦ2 െ ሻ݂ߣ

భ

మߟ,௧̅ఛ  ఛఛ,ߟସ̅ߦ െ
ఒᇲకതమఎ,ത 

ଶሺଵିఒሻ
భ
మ

        (8) 

where ሺ ሻᇱ ൌ
ௗሺ… ሻ

ௗఛ
.  Substituting in (2a) results to 

ሺ1 െ ௧̅௧̅,ߟሻ݂ߣ  ଶሺ1̅ߦ2 െ ሻ݂ߣ
భ

మߟ,௧̅ఛ  ఛఛ,ߟସ̅ߦ െ
ఒᇲకതమఎ,തഓ

ଶሺଵିఒሻ
భ
మ

 ሺ1 െ ߟሻ݂ߣ  ଷߟߙ െ ହߟߚ ൌ  ሺ߬ሻ݂̅ߦߣ (9) 

Let  

    ሻ߬̅ݐሺߟ ൌ ∑ ,ݐሺߟ ߬ሻஶ
ୀଵ   ̅ߦ             (10) 
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The following are obtained on equating coefficients of orders of ̅ߦ 

   ܱ൫̅ߦ൯:       ߟ,௧̅௧̅
ሺଵሻ

 ሺଵሻߟ ൌ ሺ߬ሻܤ ൌ
ఒሺఛሻ

ଵିఒሺఛሻ
              (11) 

   ܱ൫̅ߦଷ൯:       ߟ,௧̅௧̅
ሺଷሻ

 ሺଷሻߟ ൌ െ2ሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,௧̅ఛ
ሺଵሻ

െ ሺ1ߙ െ ሺଵሻߟሻିଵ݂ߣ
ଷ


ఒᇱఎ
,ത
ሺభሻ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

      (12) 

  ܱ൫̅ߦହ൯:       ߟ,௧̅௧̅
ሺହሻ

 ሺହሻߟ ൌ െ2ሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,௧̅ఛ
ሺଷሻ

െ ሺ1 െ ఛఛ,ߟሻିଵ݂ߣ
ሺଵሻ


ఒᇲఎ

,ത
ሺయሻ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

 

                                                  െ3ߙሺ1 െ ሺଵሻߟሻିଵ݂ߣ
ଶ
ሺଷሻߟ െ ሺ1ߚ െ ሺଵሻߟሻିଵ݂ߣ

ହ
      (13) 

etc. 

The initial conditions are 

   ܱ൫̅ߦ൯:       ߟሺሻሺ0,0ሻ ൌ 0  ∀݅ ൌ 1,3,5, …                (14a) 

௧̅,ߟ                     
ሺଵሻሺ0,0ሻ ൌ 0                  (14b) 

   ܱ൫̅ߦଷ൯:       ߟሺଷሻሺ0,0ሻ  ሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻሺ0,0ሻ ൌ 0            (14c) 

   ܱ൫̅ߦହ൯:        ߟ,௧̅
ሺହሻሺ0,0ሻ  ሺ1 െ ሻି݂ߣ

భ

మߟ,ఛ
ሺଷሻሺ0,0ሻ ൌ 0            (14d) 

etc. 

Solving (11) with (14a), for ݅ ൌ 1, results to 

ሻ߬̅ݐ ሺଵሻሺߟ ൌ ଵሺ߬ሻߙ cos ̅ݐ  ଵሺ߬ሻߚ sin ̅ݐ   ሺ߬ሻܤ                 (15a) 

ଵሺ0ሻߙ                     ൌ െܤሺ0ሻ ൌ െ
ఒ

ଵିఒ
ଵሺ0ሻߚ     , ൌ 0            (15b) 

Before substituting into (12) it is necessary to first simplify ߟሺଵሻ
ଷ
 such that 

  ሺଵሻߟ
ଷ
ൌ ሺߙଵ cos ̅ݐ  ଵߚ sin ̅ݐ   ሻଷܤ

             ൌ ቀܤଷ 
ଷఉభ

మ

ଶ


ଷఈభ
మ

ଶ
ቁ  ቀ

ଷభభ
మ

ସ


ଷఈభ
య

ସ
 3ܽଵܤ

ଶቁ cos ̅ݐ  ቀ
ఈభ
మఉభ

ସ


ఉభ
య

ସ
 ܤଵߚ

ଶቁ sin  ̅ݐ

    3ߙଵߚଵܤ sin ̅ݐ2 
ଷ

ଶ
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߚ
ଶሻ cos ̅ݐ2  ቀ

ఈభ
య

ସ
െ

ଷఈభఉభ
మ

ଶ
ቁ cos ̅ݐ3 െ

ఉభ
య

ସ
sin  ̅ݐ3 (16) 

The substitution of (16) into (12) and subsequent simplification yields 

௧̅௧̅,ߟ     
ሺଷሻ

 ሺଷሻߟ ൌ 2ሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మሺߙଵ′ sin ̅ݐ െ ′ଵߚ cos ሻ̅ݐ 
ఒᇱ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

ሺെߙଵ sin ̅ݐ  ଵߚ cos  ሻ̅ݐ

  െߙሺ1 െ ሻିଵ݂ߣ ቂቀܤଷ 
ଷఉభ

మ

ଶ


ଷఈభ
మ

ଶ
ቁ  ቀ

ଷభభ
మ

ସ


ଷఈభ
య

ସ
 ܤଵߙ3

ଶቁ cos ̅ݐ  ቀ
ఈభ
మఉభ

ସ


ఉభ
య

ସ
 ܤଵߚ

ଶቁ sin  ̅ݐ

  3ߙଵߚଵܤ sin ̅ݐ2 
ଷ

ଶ
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߚ
ଶሻ cos ̅ݐ2  ቀ

ఈభ
య

ସ
െ

ଷఈభఉభ
మ

ଶ
ቁ cos ̅ݐ3 െ

ఉభ
య

ସ
sin  ቃ̅ݐ3   (17) 

To ensure a uniformly valid solution in ̅ݐ, there is the need to equate to zero in (17), the coefficients of cos  ̅ݐ

and sin and get, for cos ̅ݐ  :̅ݐ

    ଵߚ
ᇱ ൌ

ఒᇱఉభ

ସሺଵିఒሻ
ൌ െቀ

ଷఈఈభ
య

଼


ଷఈభఉభ
మ

ସ


ଷఈభ
మ

ଶ
ቁ ሺ1 െ ሻି݂ߣ

భ

మ.        (18a) 

For sin  :̅ݐ  

    ଵߙ
ᇱ ൌ

ఒᇱఈభ

ସሺଵିఒሻ
ൌ ሺ1ߙ3 െ ሻି݂ߣ

భ

మ ቀ
ఈభ
మఉభ

ସ


ఉభ
య

ସ
 ܤଵߚ

ଶቁ.        (18b) 

The coupled equations (18a, b) need not be solved explicitly because the only terms needed of them are 

ଵߙ
ᇱ ሺ0ሻ, ߚଵ

ᇱሺ0ሻ, ߙଵ
ᇱᇱሺ0ሻ and ߚଵ

ᇱᇱሺ0ሻ, all  which can be evaluated from (18a, b) as follows: 

    ଵߙ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ

ᇲሺሻమሺሻ

ସ
ଵߚ     ,

ᇱሺ0ሻ ൌ
ଵହఈయሺሻ

଼ሺଵିఒሻ
భ
మ

            (19a) 

Similarly, the following terms are obtained 
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    ଵߙ
ᇱᇱሺ0ሻ ൌ

ିమሺሻఝమ

ସሺଵିఒሻ


ସହఱሺሻఈమሺଵିఒሻ

ସ
            (19b) 

and where 

          ߮ଶ ൌ ሺ1 െ ሻ݂ᇱᇱሺ0ሻߣ 
ହఒᇱሺሻ

ସ
            (19c) 

ଵߚ
ᇱᇱሺ0ሻ ൌ

ିరሺሻᇱሺሻఝయ

ሺଵିఒሻ
భ
మ

                (20a) 

where 

          ߮ଷ ൌ
ଽఈ

ଷଶ
 3 ቀ

ଵ

ଶ


ଵ

ఒ
ቁ               (20b) 

In passing, the following terms are worthy of note 

    ᇱሺ0ሻܤ ൌ
ሺሻᇱሺሻ

ଵିఒ
                (21) 

    ᇱᇱሺ0ሻܤ ൌ
ሺሻ

ሺଵିఒሻమ
ሼሺ1 െ ሻ݂ᇱᇱሺ0ሻߣ  ଶሺ0ሻሽ′݂ߣ2 ൌ  ሺ0ሻ߮ସܤ       (22a) 

          ߮ସ ൌ
ሺଵିఒሻᇲᇲሺሻାଶఒᇱమሺሻ

ሺଵିఒሻమ
              (22b) 

The remaining equation in (17) is  

  ௧̅௧̅,ߟ
ሺଷሻ

 ሺଷሻߟ ൌ ሺ߬ሻݎ  ଵሺ߬ሻݎ cos ̅ݐ2  ଶሺ߬ሻݎ cos ̅ݐ3  ଷሺ߬ሻݎ sin  ̅ݐ3       (23a) 

with 

  ሺଷሻሺ0,0ሻߟ ൌ ௧̅,ߟ       ,0
ሺଷሻሺ0,0ሻ  ሺ1 െ ሻߣ

భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻሺ0,0ሻ ൌ 0          (23b) 

where 

  ሺ߬ሻݎ ൌ
ିఈ

ሺଵିఒሻ
ቀܤଷ 

ଷఉభ
మ

ଶ


ଷఈభ
మ

ଶ
ቁ,        ଵሺ߬ሻݎ ൌ

ିଷఈ

ଶሺଵିఒሻ
ሺߙଵ

ଶ െ ଵߚ
ଶሻ      (24a) 

  ଶሺ߬ሻݎ ൌ
ఈ

ሺଵିఒሻ
ቀ
ఈభ
య

ସ
െ

ଷఈభఉభ
మ

ଶ
ቁ,                     ݎଷሺ߬ሻ ൌ

ିఈఉభ
య

ସሺଵିఒሻ
          (24b) 

  ሺ0ሻݎ ൌ
ିହఈయሺሻ

ଶሺଵିఒሻ
,        ଵሺ0ሻݎ ൌ

ିଷఈయሺሻ

ଶሺଵିఒሻ
            (24c) 

  ଶሺ0ሻݎ ൌ
ିఈయሺሻ

ସሺଵିఒሻ
ଷሺ0ሻݎ              , ൌ 0              (24d) 

Similarly, the following simplifications equally hold 

  ݎ
ᇱሺ0ሻ ൌ

రሺሻᇱሺሻఈ

ሺଵିఒሻ
ቀ
ହ

ଶ
െ



ఒ
ቁ,        ݎଵ

ᇱሺ0ሻ ൌ
ିଷఈరሺሻᇱሺሻ

ସఒሺଵିఒሻ
ሺ2 െ ߣ െ  ଶሻߣ     (25a) 

  ଶݎ
ᇱሺ0ሻ ൌ

ఈరሺሻᇱሺሻ

ସሺଵିఒሻ
ଷݎ                      ,

ᇱሺ0ሻ ൌ 0            (25b) 

The solution of (23a, b) is 

  ሺଷሻߟ ൌ ଷߙ cos ̅ݐ  ଷߚ sin ̅ݐ  ݎ െ
భ ୡ୭ୱଶ௧̅

ଷ
െ

మ ୡ୭ୱଷ௧̅

଼
െ

య ୱ୧୬ ଷ௧̅

଼
        (26a)  

⟹  ଷሺ0ሻߙ ൌ ሺ0ሻݎ 
భሺሻ

ଷ


యሺሻ

଼
ൌ

యሺሻఈ

ሺଵିఒሻ
              (26b) 

  ଷሺ0ሻߚ ൌ െሺ1 െ ሻିߣ
భ

మ൫ߙଵ
ᇱ ሺ0ሻ  ଵߚ

ᇱሺ0ሻ൯ ൌ
ିమሺሻᇱሺሻ

ସఒሺଵିఒሻ
య
మ

ሺ4 െ ߣ   ଶሻߣ     (26c) 

The substitution into (13) requires the following simplifications: 

ሺଵሻߟ    
ହ
ൌ ሺߙଵ cos ̅ݐ  ଵߚ sin ̅ݐ   ሻହܤ

ൌ ସݎ  ହݎ cos ̅ݐ  ݎ sin ̅ݐ  ݎ cos ̅ݐ2  ݎ଼ sin ̅ݐ2  ଽݎ cos ̅ݐ3  ଵݎ sin ̅ݐ3  ଵଵݎ cos  ̅ݐ4

         ݎଵଶ sin ̅ݐ4  ଵଷݎ cos ̅ݐ5  ଵସݎ sin  ̅ݐ5           (27a) 

where 
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  ସݎ ൌ
ଵହఈభ

ర

ଶ
 ଵߙ5

ଶ ቀ
ଷఉభ

య

ସ
 ଶቁܤ  ቀܤହ  ଵߚଷܤ5

ଶ 
ଵହఉభ

ర

ଶ
ቁ         (27b) 

  ହݎ ൌ
ହఈభ

ఱ

଼


ହఈభ
య

ଶ
ቀ
ఉభ
మ

ଶ
 ଶቁܤ3  ଵߙ5 ቀ

ଷఉభ
ర

ଵ


ଷమఉభ
ర

ଶ
  ସቁܤ         (27c) 

  ݎ ൌ
ହఈభ

రఉభ

ଶ
 ଵߙ5

ଶ ቀ
ఉభ
య

ସ


ଷమఉభ

ଶ
ቁ െ

ହఈభఉభ
య

ଶ
 ቀ

ఉభ
ఱ

ଵ
 ଵߚଶܤ15

ଷቁ        (27d) 

  ݎ ൌ ଵߙܤ10
ସ  ଵߙ5

ଶܤଷ െ ሺ5ߚଵ
ସܤ  ଵߚ5

ଶܤଷሻ            (27e) 

  ݎ଼ ൌ ଵߙଵߚܤ5
ଷ 

ହఈభ

ଶ
ሺ3ߚଵ

ଷܤ  ܤଵߚ4
ଷሻ              (27f) 

  ଽݎ ൌ
ଷఈభ

ఱ

଼


ହఈభ
య

ଶ
ቀܤଶ 

ఉభ
మ

ଶ
ቁ െ

ହఈభ

ଶ
ቀ3ߚଵ

ଶܤ 
ఉభ
మ

ଶ
ቁ            (27g) 

  ଵݎ ൌ
ଷఈభ

రఉభ

ଶ
 ଵߙ5

ଶ ቀ
ଷఉభ

మ

ଶ
െ

ఉభ
య

଼
ቁ െ

ହఈభఉభ
య

ଶ
െ ቀ

ఉభ
ఱ

଼
 ଵߚ5

ଶܤଶቁ        (27h) 

  ଵଵݎ ൌ ଵߙ5
ସܤ െ

ଵହఈభ
మఉభ

మ

ସ


ହఉభ
ర

ଶ
                (27i) 

  ଵଶݎ ൌ
ହఈభ

యఉభ

ଶ
                    (27j) 

  ଵଷݎ ൌ
ఈభ
ఱ

଼
െ

ହఈభ
యఉభ

మ

଼


ହఈభఉభ
ర

ଵ
                (27k) 

  ଵସݎ ൌ
ఉభ
ఱ

ଵ
െ

ହఈభ
రఉభ

ଶ
െ

ହఈభ
మఉభ

య

଼
                (27l) 

where 

  ସሺ0ሻݎ ൌ
ଶఱሺሻ

ଶ
ହሺ0ሻݎ            , ൌ

ିଵହఱሺሻ

଼
ሺ0ሻݎ        , ൌ 0          (27m) 

  ሺ0ሻݎ ൌ ݎ଼        ,ହሺ0ሻܤ15 ሺ0ሻ ൌ ଽሺ0ሻݎ                      ,0 ൌ
ିଶଷఱሺሻ

଼
        (27n) 

  ଵሺ0ሻݎ ൌ ଵଵሺ0ሻݎ                  ,0 ൌ ଵଶሺ0ሻݎ         ,ହሺ0ሻܤ5 ൌ 0          (27o) 

  ଵଷሺ0ሻݎ ൌ
ିఱሺሻ

଼
ଵସሺ0ሻݎ          , ൌ 0.                      (27p) 

Similarly, the expansion below to be substituted into equation (13) follows 

ሺଵሻߟ     
ଶ
ሺଷሻߟ ൌ ሺߙଵ cos ̅ݐ  ଵߚ sin ̅ݐ  ሻଶܤ ቀߙଷ cos ̅ݐ  ଷߚ sin ̅ݐ  ݎ െ

భ ୡ୭ୱଶ௧̅

ଷ
െ

య ୡ୭ୱଷ௧̅

଼
ቁ     

                       ൌ ଵହݎ  ଵݎ cos ̅ݐ  ଵݎ sin ̅ݐ  ଵ଼ݎ cos ̅ݐ2  ଵଽݎ sin ̅ݐ2  ଶݎ cos ̅ݐ3  ଶଵݎ sin  ̅ݐ3

ݎଶଶ cos ̅ݐ4  ଶଷݎ sin ̅ݐ4  ଶସݎ cos ̅ݐ5  ଶହݎ sin  ̅ݐ5       (28a) 

where  

ଵହݎ      ൌ ቂ
൫ఈభ

మାఉభ
మ൯

ଶ
 ଶቃܤ ݎ  ଷߙଵߙܤ  ଷߚଵߚܤ  ݎଵߚܤ2 

బ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ଶ
െ

భ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ଶ
     (28b) 

ଵݎ      ൌ ቂ
൫ఈభ

మାఉభ
మ൯

ଶ
 ଶቃܤ ଷߙ  ݎଵߙܤ2 

ఈభభ

ଶ
െ

ఉభయ

଼


ఈయ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ସ
െ

మ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ଷଶ


ఈభఉభఉయ

ଶ
    (28c) 

ଵݎ     ൌ ቂ
൫ఈభ

మାఉభ
మ൯

ଶ
 ଷቃܤ ଷߚ 

ఉభభ

ଷ


ఉభమ

଼


ఉయ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ସ
െ

య൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ଷଶ


ఈభఉభఈయ

ଶ


ఈభఉభమ

ଵ
െ

ఈభఉభయ

ଵ
  (28d) 

ଵ଼ݎ     ൌ െ
భ

ଷ
ቂ
൫ఈభ

మାఉభ
మ൯

ଶ
 ଷቃܤ  ଷߙଵߙܤ െ

ఈభమ

଼
െ  ଷߚଵߚܤ           (28e) 

ଵଽݎ     ൌ ଷߚଵߙܤ െ
ఈభయ

଼
 ଷߙଵߚܤ   ݎଵߚଵߙ             (28f) 

ଶݎ     ൌ െ
మ

଼
ቂ
൫ఈభ

మାఉభ
మ൯

ଶ
 ଶቃܤ 

ఈభభ

ଷ


ఉభయ

଼


ఈయ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ସ
െ

ఈభఉభఉయ

ଶ
        (28g) 

ଶଵݎ     ൌ െ
య

଼
ቂ
൫ఈభ

మାఉభ
మ൯

ଶ
 ଶቃܤ െ

ఉభభ

ଷ


ఉయ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ସ


ఈభఉభఈయ

ଶ
െ

ఈభఉభమ

ଵ
        (28h) 

ଶଶݎ     ൌ െ
ఈభమ

଼
െ

భ൫ఈభ
మିఉభ

మ൯

ଵଶ
                  (28i) 

ଶଷݎ     ൌ െ ቂ
ఈభయ

଼


ఉభమ

଼
െ

ఈభఉభభ


ቃ                (28j) 
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ଶସݎ     ൌ െ
మ൫ఈభ

మିఉభ
మ൯

ଷଶ
                    (28k) 

ଶହݎ     ൌ െ
య൫ఈభ

మିఉభ
మ൯

ଷଶ
െ

ఈభఉభయ

ଵ
                  (28l) 

 where 

ଵହሺ0ሻݎ    ൌ
ଶఈఱሺሻ

ସሺଵିఒሻ
ଵሺ0ሻݎ              , ൌ

ଵఈఱሺሻ

ସሺଵିఒሻ
,    ଵሺ0ሻݎ              ൌ

ିరሺሻᇱሺሻ൫ସିఒାఒమ൯

ଵఒሺଵିఒሻ
య
మ

    (29a) 

ଵ଼ሺ0ሻݎ    ൌ
ିఈఱሺሻ

ସሺଵିఒሻ
ଵଽሺ0ሻݎ               , ൌ

ఱሺሻᇱሺሻ൫ସିఒାఒమ൯

ସఒమሺଵିఒሻ
భ
మ

,      ଶሺ0ሻݎ ൌ
ିଵଷఈఱሺሻ

ସሺଵିఒሻ
    (29b) 

ଶଵሺ0ሻݎ   ൌ
ିరሺሻᇱሺሻ൫ସିఒାఒమ൯

ଷଶఒሺଵିఒሻ
య
మ

ଶଷሺ0ሻݎ       , ൌ ଶସሺ0ሻݎ       ,0 ൌ
ఈఱሺሻ

ଵଶ଼ሺଵିఒሻ
 ,  ଶଷሺ0ሻݎ ൌ 0    (29c) 

Now, substituting into (13), results to 

௧̅௧̅,ߟ    
ሺହሻ

 ሺହሻߟ ൌ െ2ሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మ ቂെߙଷ′ sin ̅ݐ  ′ଷߚ cos ̅ݐ െ
ଶభ

ᇲ ୱ୧୬ ଶ௧̅

ଷ


ଷమ
ᇲ ୱ୧୬ ଷ௧̅

଼
െ

ଷయ
ᇲ ୡ୭ୱ ଷ௧̅

଼
ቃ 

                            
ఒᇱ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

ቀെߙଷ sin ̅ݐ  ଷߚ cos ̅ݐ െ
ଶభ ୱ୧୬ ଶ௧̅

ଷ


ଷమ ୱ୧୬ ଷ௧̅

଼
െ

ଷయ ୡ୭ୱଷ௧̅

଼
ቁ 

                െ3ߙሺ1 െ ଵହݎሻିଵሾ݂ߣ  ଵݎ cos ̅ݐ  ଵݎ sin ̅ݐ  ଵ଼ݎ cos ̅ݐ2  ଵଽݎ sin ̅ݐ2  ଶݎ cos  ̅ݐ3

                            ݎଶଵ sin ̅ݐ3  ଶଶݎ cos ̅ݐ4  ଶଷݎ sin ̅ݐ4  ଶସݎ cos ̅ݐ5  ଶହݎ sin  ሿ̅ݐ5

                            െߚሺ1 െ ସݎሻିଵሾ݂ߣ  ହݎ cos ̅ݐ  ݎ sin ̅ݐ  ݎ cos ̅ݐ2  ݎ଼ sin ̅ݐ2  ଽݎ cos ̅ݐ3  ଵݎ sin  ̅ݐ3

                            ݎଵଵ cos ̅ݐ4  ଵଶݎ sin ̅ݐ4  ଵଷݎ cos ̅ݐ5  ଵସݎ sin  ሿ̅ݐ5       (30a) 

ሺହሻሺ0,0ሻߟ        ൌ ௧̅,ߟ       ,0
ሺହሻሺ0,0ሻ  ሺ1 െ ሻߣ

భ

మߟ,ఛ
ሺଷሻሺ0,0ሻ ൌ 0          (30b) 

Ensuring a uniformly valid solution in ̅ݐ, needs equating to zero in (30a), the coefficients of cos and sin ̅ݐ  ̅ݐ

and get, 

 for cos  :̅ݐ

    ଷߚ
ᇱ െ

ఒᇱఉయ

ସሺଵିఒሻ
ൌ െ

ሺଵିఒሻ
ష
భ
మ

ଶ
ሺߙଵ

ᇱᇱ  ଵݎߙ3 െ  .ହሻݎߚ         (30c) 

For sin  :̅ݐ  

    ଷߙ
ᇱ െ

ఒᇱఈయ

ସሺଵିఒሻ
ൌ

ሺଵିఒሻ
ష
భ
మ

ଶ
ሺߚଵ

ᇱᇱ  ݎߙ3 െ  .ሻݎߚ         (30d) 

Equations (30c, d) are coupled equations but, fortunately, may not be solved explicitly because only ߚଷ
ᇱሺ0ሻ 

and  ߙଷ
ᇱ ሺ0ሻ are needed, which can be obtained easily. 

Thus, it follows from (30c) that 

    ଷߚ
ᇱሺ0ሻ ൌ

ఒᇱఉయሺሻ

ସሺଵିఒሻ
െ

ሺଵିఒሻ
ష
భ
మ

ଶ
ሺߙଵ

ᇱᇱ  ଵݎߙ3 െ  .ହሻ|ఛୀݎߚ

Without further simplification, it is seen that 

   ଷߚ
ᇱሺ0ሻ ൌ

ିయሺሻᇱమሺሻ൫ସିఒାఒమ൯

ଵఒሺଵିఒሻ
య
మ

െ
ሺଵିఒሻ

ష
భ
మ

ଶ
ቀߙଵ

ᇱᇱሺ0ሻ 
ହଵఈఱሺሻ

ସሺଵିఒሻ


ଵହఉఱሺሻ

଼
ቁ      (31a) 

Similarly, it is seen that 

    ଷߙ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ

ఒᇲሺሻఈయሺሻ

ସሺଵିఒሻ


ሺଵିఒሻ
ష
భ
మ

ଶ
ሺߚଵ

ᇱᇱ  ݎߙ3 െ  ହሻ|ఛୀݎߚ

This gives   

ଷߙ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ ଷሺ0ሻܤߙ ቈ

ሺሻᇲሺሻ

ସሺଵିఒሻ


ଷሺଵିఒሻ
ష
భ
మ

ଶ
൫݂ᇱሺ0ሻ߮ଷ   ଶሺ0ሻ൯ܤ15       (31b) 
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                          ൌ
ఈయሺሻఝభయ

ସሺଵିఒሻ
,    ߮ଵଷ ൌ ݂ᇱሺ0ሻ 

ሺଵିఒሻ
ష
భ
మ

ሺሻ
൫݂ᇱሺ0ሻ߮ଷ   ଶሺ0ሻ൯ܤ15     (31c) 

The remaining equation in (30a) is  

௧̅௧̅,ߟ     
ሺହሻ

 ሺହሻߟ ൌ ଶݎ  ଶݎ cos ̅ݐ2  ଶ଼ݎ sin ̅ݐ2  ଶଽݎ cos ̅ݐ3  ଷݎ sin ̅ݐ3  ଷଵݎ cos ̅ݐ4  ଷଶݎ sin  ̅ݐ4

    ݎଷଷ cos ̅ݐ5  ଷସݎ sin   ̅ݐ5             (32a) 

ሺହሻሺ0,0ሻߟ         ൌ ௧̅,ߟ       ,0
ሺହሻሺ0,0ሻ  ሺ1 െ ሻߣ

భ

మߟ,ఛ
ሺଷሻሺ0,0ሻ ൌ 0          (32b) 

where 

ଶݎ  ൌ െܤ′′ሺ1 െ ሻିଵ݂ߣ െ ሺ1ߙ3 െ ଵହݎሻିଵ݂ߣ  ሺ1ߚ െ        ସݎሻିଵ݂ߣ     (32c) 

ଶݎ  ൌ െ3ߙሺ1 െ ଵ଼ݎሻିଵ݂ߣ  ሺ1ߚ െ   ݎሻିଵ݂ߣ           (32d) 

         ଶ଼ݎ  ൌ 2ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మ ቀ
ଶభ

ᇲ

ଷ
ቁ െ

ఒᇲ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

ቀ
ଶభ

ଷ
ቁ െ ሺ1ߙ3 െ ଵଽݎሻିଵߣ  ሺ1ߚ െ ݎሻିଵ଼ߣ     (32e) 

        ଶଽݎ  ൌ 2ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మ ቀ
ଷయ

ᇲ

଼
ቁ െ

ఒᇲ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

ቀ
ଷయ

଼
ቁ െ ሺ1ߙ3 െ ଶݎሻିଵߣ  ሺ1ߚ െ  ଽݎሻିଵߣ   (32f) 

         ଷݎ  ൌ െ2ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మ ቀ
ଷమ

ᇲ

଼
ቁ െ

ఒᇲ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ

ቀ
ଷమ

଼
ቁ െ ሺ1ߙ3 െ ଶଵݎሻିଵߣ  ሺ1ߚ െ  ଵݎሻିଵߣ   (32g) 

        ଷଵݎ  ൌ െ3ߙሺ1 െ ଶଶݎሻିଵ݂ߣ  ሺ1ߚ െ  ଵଵݎሻିଵ݂ߣ           (32h) 

       ଷଶݎ  ൌ ሺ1 െ ଶଷݎߙሻିଵሺെ3݂ߣ   ଵଶሻݎߚ             (32i) 

       ଷଷݎ  ൌ ሺ1 െ ଶସݎߙሻିଵሺെ3݂ߣ   ଵଷሻݎߚ             (32j) 

  ଷସݎ  ൌ ሺ1 െ ଶହݎߙሻିଵሺെ3݂ߣ   ଵସሻݎߚ             (32k) 

ଶሺ0ሻݎ ൌ
ଶఉఱሺሻఝఱ

ଶሺଵିఒሻ
,      ߮ହ ൌ 1 െ

ଶ

ଶఉ
ቀ
଼ଵఈమ

ସ


ఝర

రሺሻ
ቁ          (32l) 

     ଶሺ0ሻݎ ൌ
ଵହఉఱሺሻఝల

ሺଵିఒሻ
,      ߮ ൌ ቀ1 

ఈమ

ଶఉሺଵିఒሻ
ቁ            (32m) 

ଶ଼ሺ0ሻݎ  ൌ ,      ߮߮ߙସሺ0ሻܤ ൌ ݂′ሺ0ሻ ቆ
ଵ

ଶሺଵିఒሻ
య
మ


ఒమାఒିଶ

ఒሺଵିఒሻ
య
మ

െ
ଷሺሻ

ଵିఒ
ቇ      (32n) 

    ଶଽሺ0ሻݎ ൌ ଼߮      ,଼߮ߚହሺ0ሻܤ ൌ
ଵ

ଵିఒ
ቀ
ଷଽఈ

ସఉ
െ

ଶଷ

଼
ቁ            (32o) 

     ଷሺ0ሻݎ ൌ
ିరሺሻఈᇱሺሻఝవ

ሺଵିఒሻ
య
మ

,      ߮ଽ ൌ
ଵହ

ସ
 ቀ

ସିఒାఒమ

ଷଶఒሺଵିఒሻ
ቁ          (32p) 

   ଷଵሺ0ሻݎ ൌ
ହఉఱሺሻఝభబ

ሺଵିఒሻ
,      ߮ଵ ൌ ቀ1 െ

ଷఈమ

ସఉ
ቁ            (32q) 

ଷଶሺ0ሻݎ  ൌ 0                    (32r) 

   ଷଷሺ0ሻݎ ൌ
ିହఉఱሺሻఝభభ

ሺଵିఒሻ
,      ߮ଵଵ ൌ ቀ

ଵ

଼


ଷఈమ

ଵଶ଼ఉሺଵିఒሻ
ቁ           (32s) 

     ଷସሺ0ሻݎ  ൌ 0                    (32t) 

The remaining equation (32a) together with (32b) is now solved to get 

,̅ݐሺହሻሺߟ     ߬ሻ ൌ ଶݎ  ହߙ cos ̅ݐ  ହߚ sin ̅ݐ െ
ଵ

ଷ
ሺݎଶ cos ̅ݐ2  ଶ଼ݎ sin ሻ̅ݐ2 െ

ଵ

଼
ሺݎଶଽ cos ̅ݐ3  ଷݎ sin  ሻ̅ݐ3

    െ
ଵ

ଵହ
ሺݎଷଵ cos ̅ݐ4  ଷଶݎ sin ሻ̅ݐ4 െ

ଵ

ଶସ
ሺݎଷଷ cos ̅ݐ5  ଷସݎ sin  ሻ̅ݐ5     (33a) 

where 

  ହሺ0ሻߙ ൌ ቂ
మళ

ଷ


మవ

଼


యభ

ଵହ


యయ

ଶସ
ቃቚ
ఛୀ

െ  ଶሺ0ሻݎ           (33b) 

  ହሺ0ሻߚ ൌ ቂ
ଶమఴ

ଷ


ଷయబ

଼


ସయమ

ଵହ


ହయయ

ଶସ
ቃቚ
ఛୀ

െ ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మ  ቂߙଷ
ᇱ ሺ0ሻ  ݎ

ᇱሺ0ሻ െ
భ
ᇲሺሻ

ଷ
െ

మ
ᇲሺሻ

଼
ቃ  (33c) 

So far, the displacement can be written as 
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    ,̅ݐሺߟ ߬ሻ ൌ ̅ߦሺଵሻߟ  ଷ̅ߦሺଷሻߟ  ହ̅ߦሺହሻߟ  ⋯ 

where 

    ሺሻߟ      ൌ ,̅ݐሺሻሺߟ ߬ሻ 

 

5. CRITICAL VALUES OF DEPENDENT VARIABLES AT MAXIMUM DISPLACEMENT 

In order to determine the maximum displacement ߟ, there is the need to first determine the values of ̅ݐ,  ݐ

and  ߬  at maximum displacement.  Let    ,̅ݐ  ݐ and  ߬ be  the  respective  values of  ,̅ݐ  ݐ and  ߬  at maximum 

displacement and let them be expanded asymptotically as follows: 

    ̅ݐ ൌ ̅ݐ  ଶ̅ݐଶ̅ߦ  ସ̅ݐସ̅ߦ  ⋯              (35a) 

    ݐ ൌ ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ସݐସ̅ߦ  ⋯              (35b) 

    ߬ ൌ ݐଶ̅ߦ ൌ ݐଶൣ̅ߦ  ଶݐଶ̅ߦ  ସݐସ̅ߦ  ⋯ ൧            (35c) 

Following (7c), the condition for maximum displacement is 

    ௧̅,ߟ  ଶሺ1̅ߦ െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,ఛ ൌ 0                (36) 

By substituting (34) into (36), it is easily seen that the expansion of each term in (36) will be as follows: 

௧̅,ߟ̅ߦ         
ሺଵሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ ̅ߦ ቂߟ,௧̅

ሺଵሻ
 ൫̅ߦଶݐଶ  ସݐସ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ ௧̅

ሺଵሻ
 ݐଶ൫̅ߦ  ଶݐଶ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ఛ

ሺଵሻ
 

                               
ଵ

ଶ
ቄ൫̅ߦଶ ݐଶ̅  ସ̅ݐ ସ̅ߦ  ⋯ ൯

ଶ
௧̅ ௧̅ ௧̅,ߟ
ሺଵሻ

 ଶ̅ݐ ଶ̅ߦଶ൫̅ߦ2  ⋯ ൯൫ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ ௧̅ ఛ
ሺଵሻ

 

       ̅ߦସ൫ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ఛఛ
ሺଵሻ

 ⋯ ቅ ⋯ ቃ           (37a) 

௧̅,ߟଷ̅ߦ      
ሺଷሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ ଷ̅ߦ ቂߟ,௧̅

ሺଷሻ
 ൫̅ߦଶݐଶ̅  ସ̅ݐସ̅ߦ  ⋯ ൯ߟ,௧̅ ௧̅

ሺଷሻ
 ݐଶ൫̅ߦ  ଶݐଶ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ఛ

ሺଷሻ
 

                               
ଵ

ଶ
ቄ൫̅ߦଶ ݐଶ̅  ସ̅ݐ ସ̅ߦ  ⋯ ൯

ଶ
௧̅ ௧̅ ௧̅,ߟ
ሺଷሻ

 ଶ̅ݐ ଶ̅ߦଶ൫̅ߦ2  ⋯ ൯൫ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ ௧̅ ఛ
ሺଷሻ

 

       ̅ߦସ൫ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ⋯൯ߟ,௧̅ఛఛ
ሺଷሻ

 ⋯ ቅ ⋯ ቃ          (37b) 

௧̅,ߟହ̅ߦ      
ሺହሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ ହ̅ߦ ቂߟ,௧̅

ሺହሻ
 ⋯ ቃ                (37c) 

ଷሺ1̅ߦ       െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻ

ൌ ଷ̅ߦ ቂሺ1 െ ሻିߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻ

 ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మߟ,ఛ ௧̅
ሺଵሻ
൛̅ߦଶݐଶ̅  ⋯ ൟ 

                                        ̅ߦଶ ቄሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻ
ቅ
,ఛ
൛ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ସݐସ̅ߦ  ⋯ ൟ ⋯ ൧      (37d) 

ହሺ1̅ߦ      െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଷሻ

ൌ ହ̅ߦ ቂሺ1 െ ሻିߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଷሻ

 ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మߟ,ఛ ௧̅
ሺଷሻ
൛̅ߦଶݐଶ̅  ⋯ ൟ 

                                      ̅ߦଶ ቄሺ1 െ ሻି݂ߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଷሻ
ቅ
,ఛ
൛ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ସݐସ̅ߦ  ⋯ ൟ ⋯ ൧ ⋯    (37e) 

The terms in (37a – e), which are equated at ሺݐ̅, 0ሻ, are next substituted into (36) and the coefficients of 

powers of ̅ߦ are equated to zero. The following equations, in orders of ̅ߦ, are obtained  

      ܱ൫̅ߦ൯:       ߟ,௧̅
ሺଵሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ 0                  (38a) 

   ܱ൫̅ߦଷ൯:       ݐଶ̅ߟ,௧̅௧̅
ሺଵሻ

 ௧̅ఛ,ߟݐ
ሺଵሻ

 ௧̅,ߟ
ሺଷሻ

 ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻ

ൌ 0           (38b) 

   ܱ൫̅ߦହ൯:       ݐସ̅ߟ,௧̅௧̅
ሺଵሻ

 ௧̅ఛ,ߟଶݐ
ሺଵሻ


ଵ

ଶ
ቄݐଶ̅
ଶߟ,௧̅௧̅௧̅

ሺଵሻ
 ௧̅௧̅ఛ,ߟݐଶ̅ݐ2

ሺଵሻ
 ̅ݐ

ଶߟ,௧̅ఛఛ
ሺଵሻ

ቅ  ௧̅௧̅,ߟଶ̅ݐ 
ሺଷሻ

 ௧̅ఛ,ߟݐ
ሺଷሻ

 ௧̅,ߟ
ሺହሻ

 

           ሺ1 െ ሻିߣ
భ

మ ݐଶ̅ߟ,ఛ௧
ሺଵሻ

 ݐ ቄሺ1 െ ሻିߣ
భ

మߟ,ఛ
ሺଵሻ
ቅ
,ఛ
ൌ 0          (38c) 

etc. 

From (38a), it is seen that 

    sin ̅ݐ ൌ 0,      ∴    ̅ݐ ൌ  ߨ
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where the least nontrivial value of ݐ̅ has been taken. 

It follow from (38b) that 

    ଶ̅ݐ  ൌ
ି൜ఎ

,ത
ሺయሻ
ାሺଵିఒሻ

ష
భ
మఎ,ഓ

ሺభሻ
ା௧బఎ,തഓ

ሺభሻ
ൠ

ఎ
,തത
ሺభሻ               (38d) 

where  

௧̅ఛ,ߟ     
ሺଵሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ ఛ,ߟ       ,0

ሺଵሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ
ሺሻᇱሺሻሺఒାସሻ

ସሺଵିఒሻ
௧̅௧̅,ߟ       ,

ሺଵሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ െܤሺ0ሻ,      ߟ,௧̅
ሺଷሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ 0 

  ∴            ଶ̅ݐ  ൌ
ᇱሺሻሺఒାସሻ

ସሺଵିఒሻ
య
మ

                  (38e) 

Most terms in (38c) vanish on evaluating them but on substitution, the final simplification is 

  ସ̅ݐ  ൌ
ିቈଶ௧̅మ௧బఎ,തതഓ

ሺభሻ
ା ௧మ̅ఎ,തത

ሺయሻ
ା௧బ൜ሺଵିఒሻ

ష
భ
మఎ,ഓ

ሺభሻ
ൠ
,ഓ


ఎ
,തത
ሺభሻ ቮ

ఛୀ

             (38f) 

The following terms are easily evaluated 

௧̅௧̅,ߟ     
ሺଷሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ

ି଼ఈయሺሻ

ଷଶሺଵିఒሻ
௧̅௧̅ఛ,ߟ       ,

ሺଵሻ ሺݐ̅, 0ሻ ൌ
ିమሺሻᇱሺሻ

ସ
ఛఛ,ߟ       ,

ሺଵሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ ൫ܤᇱᇱሺ0ሻ െ ଵߙ
ᇱᇱሺ0ሻ൯ 

On substituting in (38f) and simplifying for  ݐସ̅, the following is obtained  

  ସ̅ݐ  ൌ ቈ
ሺሻᇱሺሻሺఒାସሻ

ଵଶ଼ሺଵିఒሻ
య
మ

 ቀݐ െ
଼ఈ

ଵିఒ
ቁ 

ሺଵିఒሻ
భ
మ

ఒ
൫ܤᇱᇱሺ0ሻ െ ଵߙ

ᇱᇱሺ0ሻ൯        (38g) 

where ݐ is yet to be determined and ܤᇱᇱሺ0ሻ is as in (22a, b), while ߙଵ
ᇱᇱሺ0ሻ  is as in (19b, c). 

 

6. MAXIMUM DISPLACEMENT ࢇࣁ 

Using  (35a  –  c),  the maximum  displacement    willߟ now  be  obtained  using  the  critical  values  of  the 

independent variables already obtained and where  ߟ ൌ ,̅ݐሺߟ ߬ሻ. 

Expansion of each component of ߟ in the following series, gives 

ߟ̅ߦ           
ሺଵሻ

ൌ ,̅ݐሺଵሻሺߟ̅ߦ ߬ሻ ൌ ̅ߦ ቂߟሺଵሻ  ൫̅ߦଶݐଶ̅  ସ̅ݐସ̅ߦ  ⋯ ൯ߟ,௧̅ 
ሺଵሻ

 

                                                                    ̅ߦଶ ൫ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ସݐସ̅ߦ  ⋯൯ߟ,ఛ
ሺଵሻ

 ⋯ ቃቚ
ሺ௧̅బ,ሻ

    (39a) 

ߟଷ̅ߦ          
ሺଷሻ

ൌ ,̅ݐሺଵሻሺߟଷ̅ߦ ߬ሻ ൌ ଷ̅ߦ ቂߟሺଷሻ  ൫̅ߦଶݐଶ̅  ସ̅ݐସ̅ߦ  ⋯ ൯ߟ,௧̅ 
ሺଷሻ

 

                                                                    ̅ߦଶ ൫ݐ  ଶݐଶ̅ߦ  ସݐସ̅ߦ … ൯ߟ,ఛ
ሺଷሻ

 ⋯ ቃቚ
ሺ௧̅బ,ሻ

     (39b) 

ߟହ̅ߦ         
ሺହሻ

ൌ ,̅ݐሺଶሻሺߟହ̅ߦ 0ሻ  ⋯                (39c) 

On substituting  (39a – c)  into  (34), evaluated at maximum values of  the  independent variables,  the non‐

vanishing values of ߟ is obtained as follows 

ߟ      ൌ ,̅ݐሺଵሻሺߟ̅ߦ 0ሻ  ଷ̅ߦ ቂݐߟ,ఛ
ሺଵሻ

 ሺଷሻቃߟ  ହ̅ߦ ቂݐଶߟ,ఛ
ሺଵሻ


௧̅మ
మ

ଶ
௧̅௧̅,ߟ
ሺଵሻ


௧బ
మ

ଶ
ఛఛ,ߟ
ሺଵሻ

 ఛ,ߟݐ
ሺଷሻ

 ሺହሻቃߟ  ⋯  (40) 

where (40) is to be evaluated at ሺݐ̅, 0ሻ. 

To determine ݐ, it is noted from (7b), that  

     
ௗ௧̅

ௗ௧
ൌ ሺ1 െ ሺ߬ሻሻ݂ߣ

భ

మ ൌ ሺ1 െ ሻሻݐଶ̅ߦሺ݂ߣ
భ

మ  ൌ ቂሺ1 െ ሻߣ െ ߣ ቀ݂ᇱሺ0ሻ̅ߦଶݐ 
ᇱᇱሺሻకതమ௧మ

ଶ
 ⋯ቁቃ

భ

మ
 

          ൌ ሺ1 െ ሻߣ
భ

మ ቂ1 െ
ఒ

ଶሺଵିఒሻ
ቀ݂ᇱሺ0ሻ̅ߦଶݐ 

ᇱᇱሺሻకതర௧మ

ଶ


ᇱᇱᇱሺሻకതల௧య


 ⋯ቁ 
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                                    െ
ଵ

଼
ቀ

ఒ

ሺଵିఒሻ
ቁ
ଶ
ቀ݂ᇱሺ0ሻ̅ߦଶݐ 

ᇲᇲሺሻకതర௧మ

ଶ
 ⋯ቁ ⋯ ቃ 

̅ݐ   ∴ ൌ ሺ1 െ ሻߣ
భ

మ ቂݐ െ
ఒ

ଶሺଵିఒሻ
ቀ
ᇲሺሻకതమ௧మ

ଶ


ᇱᇱሺሻకതర௧య




ᇱᇱᇱሺሻకതల௧ర

ଶସ
 ⋯ቁ 

          െ
ଵ

଼
ቀ

ఒ

ሺଵିఒሻ
ቁ
ଶ
൬
൫ᇲሺሻకതమ൯

మ
௧య

ଷ


ᇲᇲሺሻకതల௧ర

ସ
 ⋯൰ ⋯൨        (41a) 

That is 

    ̅ݐ ൌ ሺ1 െ ሻߣ
భ

మൣݐ  ݐଶΩଵ̅ߦ
ଶ  ݐସΩଶ̅ߦ

ଷ  ݐΩଷ̅ߦ
ସ  ⋯ ൧        (41b) 

where 

  Ωଵ ൌ
ିᇱሺሻఒ

ସሺଵିఒሻ
 ,    Ωଶ ൌ

ିᇱᇱሺሻఒ

ଵଶሺଵିఒሻ
െ

ଵ

ଶସ
ቀ

ఒ

ሺଵିఒሻ
ቁ
ଶ
ሺ݂′ሺ0ሻሻଶ        (41c) 

  Ωଷ ൌ െ 
ଵ

ସ଼
ቀ

ఒ

ሺଵିఒሻ
ቁ ݂ᇱᇱᇱሺ0ሻ 

ଵ

ସ
ቀ

ఒ

ሺଵିఒሻ
ቁ
ଶ
݂′ሺ0ሻ݂′′ሺ0ሻ൨          (41d) 

Evaluating (41b – d) at maximum values, gives 

  ̅ݐ ൌ ሺ1 െ ሻߣ
భ

మൣݐ  ݐଶΩଵ̅ߦ
ଶ  ݐସΩଶ̅ߦ

ଷ  ݐΩଷ̅ߦ
ସ  ⋯ ൧          (42a) 

Expansion of ݐ̅ and ݐ, using (42) and equating coefficients of ܱሺ1ሻ gives 

    ̅ݐ ൌ ߨ ൌ ሺ1 െ ሻߣ
భ

మݐ 

     ∴    ݐ ൌ ሺ1ߨ െ ሻିߣ
భ

మ                (42b) 

Similarly, evaluating the coefficient  ܱ൫̅ߦଶ൯, easily gives  

    ଶ̅ݐ ൌ
ᇱሺሻሺఒାସሻ

ସሺଵିఒሻ
య
మ

ൌ ሺ1 െ ሻߣ
భ

మሾݐଶ  Ωଵݐ
ଶሿ 

       ∴    ଶݐ ൌ
ᇱሺሻሺఒାସሻ

ସሺଵିఒሻమ
െ

ஐభగ
మ

ሺଵିఒሻ
                (42c) 

etc. 

To  evaluate  the maximum  displacement   ߟ as  in  (40),  it  is  necessary  to  note  the  following  values  as 

evaluated at ̅ݐ ൌ ߬ ̅ andݐ ൌ 0: 

  ,̅ݐሺଵሻሺߟ 0ሻ ൌ ,̅ݐሺଷሻሺߟ     ,ሺ0ሻܤ2 0ሻ ൌ
ఈయሺሻ

ଵିఒ
     

,̅ݐሺହሻሺߟ  0ሻ ൌ
ଶఉఱሺሻఝభమ

ଵିఒ
 ,    where ߮ଵଶ ൌ

ଶఝఱ

ଶ
െ 5߮ െ

ఝభబ

ଷ
 

ఛ,ߟ
ሺଷሻሺݐ̅, 0ሻ ൌ

ఈరሺሻఝభర

ଵିఒ
 ,    where ߮ଵସ ൌ ݂ᇱሺ0ሻ ቀ

ହ

ଶ
െ



ఒ
ቁ  ݂ᇱሺ0ሻ ቀ

ଶିఒିఒమ

ସఒ
ቁ െ

ఝభయ

ସ


ᇱሺሻ

ଷଶ
 

On evaluating the maximum displacement after evaluating (34) at maximum, it follows that 

ߟ         ൌ ̅ߦሺ0ሻܤ2 
ఈయሺሻకതయொభ

ଵିఒ


ଶఉఱሺሻకതఱఝభమொమ

ଵିఒ
 ⋯            (43a) 

where 

        ܳଵ ൌ 1 
ᇲሺሻሺఒାସሻ௧బ

ସሺሻ
                  (43b) 

        ܳଶ ൌ 1 
ଵିఒ

ଶఉఱሺሻఝభమ
ቄ
ሺሻᇲሺሻሺఒାସሻ௧మ

ସሺଵିఒሻ


ሺሻ௧̅మ
మ

ଶ


௧బ
మ

ଶ
൫ܤᇱᇱሺ0ሻ െ ଵߙ

ᇱᇱሺ0ሻ൯ 
௧బ

రሺሻఝభర

ଵିఒ
ቅ    (43c) 

 

7. DYNAMIC BUCKLING LOAD, ࡰࣅ 

For the purpose of determining the dynamic buckling load  ߣ, it is necessary to rewrite (43a) simply as 

    ߟ ൌ ̅ߦଵܥ  ̅ߦଷܥ
ଷ  ̅ߦହܥ

ହ  ⋯              (44a) 

where 
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ଵܥ        ൌ ଷܥ       ,ሺ0ሻܤ2 ൌ
ఈయሺሻொభ

ଵିఒ
ଷܥ        ,  ൌ

ଶఉఱሺሻఝభమொమ

ଵିఒ
          (44b) 

The dynamic buckling  load ߣ  is  supposed  to be determined by using  the equivalent  form of  (4),  in  the 

form 

     
ௗఒ

ௗఎೌ
ൌ 0.                (44c) 

However, as noted by Amazigo [6, 7], the series (44a) becomes unbounded when ߟ    isߟ , whereߟ

the maximum displacement at dynamic buckling. The difficulty is overcome by reversing the series (44a) so 

that  

    ̅ߦ ൌ ݀ଵߟ  ݀ଷߟ
ଷ  ݀ହߟ

ହ  ⋯              (45a) 

The coefficient ݀ଵ, ݀ଷ and  ݀ହ are obtained either by using Lagrange’s formula for reversion of series [23] or 

by substituting in (45b) for ߟ and equating coefficient of powers of ̅ߦ.  

Adopting the latter, it follows that  

      ݀ଵ ൌ
ଵ

భ
ൌ

ଵ

ଶሺሻ
 ,        ݀ଷ ൌ

ିయ

భ
ర ൌ

ఈொభ

ଵఒ
            (45b) 

 ݀ହ ൌ
ଷయ

మభఱ

భ
ళ ൌ

ఱ

భ
ల ቀ1 െ

ଷయ
మ

భఱ
ቁ ൌ

ఉఝభమொమఝభఱ

ଷଶሺሻ
,          ߮ଵହ ൌ 1 െ

ଷఈమொభ
మ

ସఉఝభమொమ
      (45c) 

It  should,  however,  be  noted  that  each  of  ݀ଵ, ݀ଷ  and  ݀ହ  depends  on  the  load  parameter   .ߣ The 

maximization (44d) now yields  

  
ௗకത

ௗఎೌ
ൌ 0 ൌ

ௗሺௗభሻ

ௗఒ

ௗఒ

ௗఎೌ
 ݀ଵ 

ௗሺௗయሻ

ௗఒ

ௗఒ

ௗఎೌ
 3݀ଷߟ

ଶ 
ௗሺௗఱሻ

ௗఒ

ௗఒ

ௗఎೌ
 5݀ହߟ

ସ . 

This implies, through (44c) 

    ݀ଵ  3݀ଷߟ
ଶ  5݀ହߟ

ସ ൌ 0              (46a) 

where 

    ߟ ൌ  ሻߣሺߟ    

From (46a), it follows that 

    ߟ
ଶ ൌ

ିଷௗయേටଽௗయ
మିଶௗభௗఱ

ଵௗఱ
 

Taking the negative square root sign, results to 

    ߟ
ଶ ൌ

ொభቀ
ഀ

ഁ
ቁఝభల

ହఝభమఝభఱொమሺଵିఒሻ
                (46b) 

    ߮ଵ ൌ 1  ቊ1 
଼ሺଵିఒሻమቀ

ഁ

ഀమ
ቁఝభమఝభఱொమ

ଽொభ
మ ቋ

భ

మ

            (46c) 

        ∴    ߟ ൌ ට


ହ
ሺ1 െ ሻିߣ

భ

మ ቆ
ொభቀ

ഀ

ഁ
ቁఝభల

ఝభమఝభఱொమ
ቇ

భ

మ

            (46d) 

The  dynamic  buckling  load  is  next  obtained  by  evaluating  (45a)  at  dynamic  buckling  stage.  This  is  now 

obtained by first multiplying (45a) by 5 to get 

    ̅ߦ5 ൌ ሾሺ5݀ଵߟ  5݀ଷߟ
ଶ ሻ  5݀ହߟ

ସ ሿ            (47a) 

Making 5݀ହߟ
ସ  the subject in (46a) and substituting same in (47a), gives 

    ̅ߦ5 ൌ ሺ2݀ଵߟ2  ݀ଷߟ
ଶ ሻ              (47b) 

After simplifying (47b), it seen that 
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   ߣ̅ߦ5 ൌ 2ට


ହ
ሺ1 െ ሻߣ

భ

మ ቀ
ொభఝభల

ఝభమఝభఱொమ
ቁ

భ

మ
1 

ଷொభ
మ൬

ഀమ

ഁ
൰ఝభల

ସ ఝభమఝభఱொమሺଵିఒವሻ
మ൩        (48a) 

It has to be noted that each ߮ and ܳ depends on ߣ so that the result (48a), which determine ߣ is also 

implicit in ߣ.  

Using (6f, g), it is possible to relate the dynamic and static buckling loads to get 

 
ఒವ

ఒೄ
ൌ

ଶሺଵିఒሻ
భ
మ

ሺଵିఒೄሻோమሺோభିଵሻ
భ
మ

ቀ
ொభఝభల

ఝభమఝభఱொమ
ቁ

భ

మ
1 

ଷொభ
మ൬

ഀమ

ഁ
൰ఝభల

ସ ఝభమఝభఱொమሺଵିఒವሻ
మ൩        (48b) 

 

8. ANALYSIS OF THE RESULT 

The result (48a) is implicit in the load parameter ߣ while (6f, g) are implicit in the static load parameter ߣௌ. 

Similarly, (48b) is implicit in both ߣௌ and ߣ.  As observed from (48b), the relationship between ߣ and ߣௌ is 

independent of  the  imperfection parameter ̅ߦ but once any of ߣௌ or ߣ  is  specified,  then  the other can 

easily be obtained. Generally,  the  results  (6f, g) and  (48a) are valid  for  small values of  the  imperfection 

parameter, ̅ߦ. It is here demanded that ߙ  0, ߚ  0  and observe that as far as the loading history ݂ሺ߬ሻ is 

concerned, the dynamic buckling ߣ depends on ݂
ᇱሺ0ሻ, ݂ᇱ

ଶሺ0ሻ and ݂ᇱᇱሺ0ሻ, all depending on the accuracy 

retained.  For  higher  degrees  of  accuracy  of  the  result,  one may  expect  dependence  of   ߣ on  higher 

derivatives of ݂ሺ߬ሻ evaluated at the  initial time ݐ ൌ 0. As  in equation (3), the analysis has tacitly required 

that ห݂൫̅ߦଶݐ൯ห ൏ ݐ    ,1  0. However, has long as the inequality 0 ൏ ߣ ൏ 1 holds (which has been assumed 

in this work), this analysis equally holds for ห݂൫̅ߦଶݐ൯ห  1, and so, equally holds for the case ݂ሺݐሻ ൌ 1,  i.e., 

for  the  step  loading  case.  Thus,  by  setting  to  zero  in  all  the  results,  the  derivatives  of  ݂ሺ߬ሻ,  such  as 

݂ᇱሺ0ሻ, ݂ᇱᇱሺ0ሻ, ݂ᇱ
ଶሺ0ሻ etc., the result for step loading case can easily obtained. 

Figure  (1)  and  Figure  (2) were  drawn  using  ݂ሺ߬ሻ ൌ ݁ିఛ,    ߬ ൌ  .ݐଶ̅ߦ This  choice  of  ݂ሺ߬ሻ    satisfies  all  the 

conditions stipulated in equation (3).    

 

  

9. CONCLUSION 

This analysis has carried out a perturbation approach  in analyzing  the dynamic buckling  load of a cubic‐

quintic  nonlinear  elastic model  structure  struck  by  an  explicitly  time‐dependent  slow‐varying  load.  The 

results are asymptotic  in nature.  It has been  shown  that  the dynamic buckling  load ߣ depends among 

other things, on the first derivative of the  load function evaluated at the  initial time ݐ ൌ 0.  It  is observed 

  
Fig.1:  The graph of static buckling load ߣௌ 
using (6g) with ߙ ൌ ߚ ,1 ൌ 1. 

 
Fig.2: The  graph  of  dynamic  buckling  load  ߣ for 

various values of ̅ߦ , from eqn. (48a), with ߙ ൌ ߚ ,1 ൌ 1.
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that it is possible to relate the dynamic buckling load ߣ to its static equivalent ߣௌ and that relationship is 

independent of the imperfection parameter ̅ߦ. Hence given either of the ߣௌ or ߣ, the other can easily be 

evaluated using the relationship. 
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